2.6 Analytické vyjadrenie kuzeloseciek
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Kuzelosecky su analytické (geometrické) krivky, t. j. su to krivky, ktoré su vyjadrené analytickymi
rovnicami.
Ak kuzelosecka lezi v rovine xy: z = 0, tak mo6Ze byt vyjadrena napr.

» parametricky: x = x(t), y=y(t), t €{(a, b),

e implicitne: F(x, y) = 0.

Veta: Nech je v rovine xy: z = 0 dana rovnica

Ax?>+Bxy+Cy?2+Dx+Ey+F=0, (1)
kde A, B, C, D, E, F su lubovolné redlne Cisla a nech trojica (A, B, C) je r6zna od (0, 0, 0). Tato rovnica
moze vyjadrovat kruZnicu, elipsu, hyperbolu, parabolu, dve r6znobezky, dve rovnobezky, jeden bod,
alebo prazdnu mnozinu.

K rovnici (1) prislicha prave jeden A B/2 D/2
determinant | a jeden determinant J: I=|B/2 C E/2 = A B2
B/2 C
D/2 E/2 F

Veta: Ak je kuzelosecka, urc¢end rovnicou (1), neprdzdna mnozina bodov, tak
e prel#0al>0jetokruznica alebo elipsa,

e prel#0al<0jetohyperbola,

e prel#0al=0jeto parabola,

e prel=0al)<0sutodve réznobezky,
 prel=0al=0sutodve rovnobezky,
e prel=0al>0jetojeden bod.
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Priklad 2.9: Dana je rovnica kuZelosecky: x2 + 6xy + y? + 10x — 2y — 9 = 0. Urcte typ kuzelosecky.

Postup:

Podla oznacenia koeficientov v rovnici (1): Ax> + Bxy + Cy? + Dx+Ey+F=0
platiiA=1,B=6,C=1,D=10,E=-2, F=-9.

1.

5.

Uréime lubovolny bod kuZelosecky: bod [0,1 + V10 ] leZi na kuZelosecke, t. j. kuZelosecka je
neprazdna mnozina bodov.

Vypocitame determinant I, ktory prislicha k rovnici kuzelosecky:

A B2 D2 ., . o
1I=B/2 C E/2 =|3 1 -1l=
D/2 E/2 F 5 -1 -9

=1.1.(-9) +3.(-1).5+5.3.(-1) - 5.1.5-1.(-1).(-1) - 3.3.(-9) =16

Determinant | # 0, t. j. je to regularna kuzelosecka.

Vypocitame determinant J, ktory prislicha k rovnici kuzelosecky:

A B/2
B/2 C

=‘1 3] 211-33=-38
3 1

Determinant J <0, t. j. rovnica vyjadruje hyperbolu.
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Regularna kuzelosecka s osami rovnobeznymi so suradnicovymi osami

Ak ma rovnica regularnej kuzelosecky v rovine xy: z =0 tvar
Ax2+Cy?+Dx+Ey+F =0, (2)
tak osi kuzelosecky su rovnobezné so suradnicovymi osami x, y.
* Rovnicu (2) méZzeme upravit na tvar, z ktorého jednoducho uréime typ kuzelosecky, jej stred a vrcholy.

* Tieto rovnice nazyvame vseobecné rovnice a su uvedené v nasledujucej casti. Okrem toho su uvedené
aj parametrické rovnice tychto kuzeloseciek.

Kruznica y

Kruznica so stredom S[0,0] a polomerom r, r > O:

* vSeobecnd rovnica: x%*+y?=r?, S X
e parametrické rovnice: x=r.cost,

y=rsint, te<0, 27> y
Kruznica so stredom S[m,n] a polomerom r, r > O: nil-

* vSeobecnd rovnica: (x—m)%+(y—n)>=r?
* parametrické rovnice: x=m +r.cost,
y=n+rsint, te<0, 27>,

m X
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Elipsa

Elipsa so stredom S[0,0], 1o = x a dizkami a, b hlavne] a vedlajiej polosi:

X2 2

. A4 4 . . y

vseobecna rovnica: — 42— =1,
a? b2

e parametrické rovnice: x=a.cost,

y=b.sint, te <0, 27> AKS a 2F /B

)n |
é
X v

Elipsa so stredom S[m,n], 2o || x a dizkami a, b hlavnej a vedlajsej polosi:

M2 )2
e vSeobecna rovnica: (x —m) + y—n) =1 y
a2 b2 ’

e parametrické rovnice: x=m + a.cost,
y=n+b.sint, te<0, 27>, b

1
m X

>
>I
H‘
-

wv
Q
N
-
v o)

© Terenova Deskriptivna geometria pre stavebné odbory 5



Elipsa y
B
Elipsa so stredom S[0,0], 10 = y a dizkami a, b hlavnej a vedlajsej polosi: 12F
2 y2
* vSeobecndrovnica: —4+Z_=1 a
b2 = a2 ’
* parametrické rovnice: x=b.cost, D S b lC x
y=a.sint, te<0, 27>,
$1F
A
Elipsa so stredom S[m,n], 2o || y a dizkami a, b hlavnej a vedlaj$ej polosi: B

y

_ 2 )2 12
e vSeobecna rovnica: (x = m) + & —n) =1
b2 a2 ’

a

e parametrické rovnice: x=m+ b.cost,
y=n+a.sint, te<0, 27>, nt---
D S b |C
01F

rA
m X
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Hyperbola

Hyperbola so stredom S[0,0], 1o = x a dizkami a, b hlavnej a vedlajsej polosi:

. , . x? y?
* vSeobecna rovnica: — _—Z_ =1,
a2 b2
* parametrické rovnice: x=a/cost,
y =b.tgt,

te(-7/2, 7/2) VU (72, 37/2).

Hyperbola so stredom S[m,n], Yo || x a dizkami a, b hlavnej a vedlajsej polosi:

2 2
v . . X —m —n
* vSeobecna rovnica: ( ) — (y ) =

1,

a2 b2
* parametrické rovnice: x=m+a/cost,
y=n+b.tgt,

te (-2, 7/2) VU (72, 37/2).
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Hyperbola

Hyperbola so stredom S[0,0], 1o = y a dizkami a, b hlavnej a vedlajsej polosi:

2 2
v 4 . x y
* vSeobecna rovnica: 5 = _1’

92
e parametrické rovnice: x=Db.tgt,

y =a/cost,

te(-7/2, 7/2) VU (72, 37/2).

Hyperbola so stredom S[m,n], 2o || y a dizkami a, b hlavnej a vedlajsej polosi:

(x—m)* (y—n)?
b2 T Az

* parametrické rovnice: x=m+b.tgt,

y=n+a/cost,

te (-2, 7/2) VU (72, 37/2).

* vSeobecna rovnica:

—1,
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Parabola y
Parabola s vrcholom V[0,0], ohniskom F[p/2,0] ao = x:
* vSeobecnd rovnica: y?=2px,
* parametrické rovnice: x=t%/(2p), V F
y=t, teR. F')/z X
Parabola s vrcholom V[m,n], ohniskom F[m + p/2,n] ao || x: y
* vSeobecnd rovnica: (y—n)?=2p(x—m),
e parametrické rovnice:
(t—n)? + 2pm Y
X = , nf{~--—~-~-~""""¢t~"~""¢*"~""""7°--°
2p :
y =t t e R |
m m+p/2 N X
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Parabola

Parabola s vrcholom V[0,0], ohniskom F[— p/2,0] ao = x:

* vSeobecnd rovnica: y?=-2px,
* parametrické rovnice: x=-—1t2/(2p),
y=t, t eR.

Parabola s vrcholom V[m,n], ohniskom F[m — p/2,n] ao || x:

* vSeobecnd rovnica: (y—n)?=-2p(x—m),
e parametrické rovnice:
_ —(t—=n)* + 2pm

= 2

)

y =t t € R.
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Parabola

Parabola s vrcholom V[0,0], ohniskom F[0,p/2] a0 =y:

* vSeobecnd rovnica: x2=2py,
e parametrické rovnice: x=t,
y = t2/(2p), teR.

Parabola s vrcholom V[m,n], ohniskom F[m,n + p/2] ao || y:

* vsSeobecnd rovnica: (x—m)%=2p(y—n),
e parametrické rovnice:
X =t
(t—m)? + 2pn

2p

y:
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Parabola

Parabola s vrcholom V[0,0], ohniskom F[0, — p/2] ao =y:

* vSeobecnd rovnica: x%=-2py,
e parametrické rovnice: x=t,
y=-t/(2p), teR.

Parabola s vrcholom V[m,n], ohniskom F[m,n —p/2] ao |l y:

* vSeobecnd rovnica: (x—m)2=-2p(y—n),
e parametrické rovnice:
X =t
- (t-m)? + 2pn

2p

y
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Priklad 2.10: Dana je rovnica kuzelosecky: x2 + y2— 6x + 2y + 6 = 0. Urcte typ kuzelosecky.

Postup:

Podla oznacenia koeficientov v rovnici (1): Ax> + Bxy + Cy? + Dx+Ey+F=0

platiiA=1,B=0,C=1,D=-6,E=2,F=6.

1.

© Terenova

Uréime lubovolny bod kuZelosecky: bod [3 + \/§,0] lezi na kuzelosecke, t. j. kuzelosecka je

neprazdna mnozina bodov.

Vypocitame determinant I, ktory prislicha k rovnici kuzelosecky:

A B/2 D/2

B/2 C
D/2 E/2

E/2
F

1 0
0O 1
-3 1

-3
1
6

=1.1.6+0.1.(-3) +(-3).0.1 - (-3).1.(-3) -1.1.1-0.0.6 =4

Determinant | # 0, t. j. je to regularna kuzelosecka.

Vypocitame determinant J, ktory prislicha k rovnici kuzelosecky:

B/2 C

A B/2

1 0
0 1

=11-00=1

Determinant J > 0, t. j. rovnica vyjadruje kruznicu alebo elipsu.
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Priklad 2.10: Dana je rovnica kuzelosecky: x2 + y2— 6x + 2y + 6 = 0. Urcte typ kuzelosecky.

Postup:

6. Rovnicu kuzeloseCky upravime na tvar, podla ktorého upresnime typ kuzelosecky a uréime jej stred.

X2 +y?—6x+2y+6=0

(x> —6x)+(y>+2y)+6=0

(X2 —6x+9)+(y?+2y+1)+6-9-1=0
(x—=3)2+(y+1)2=4

Rovnica vyjadruje kruznicu so stredom S[3, —1] a polomerom r = 2.
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Cvicenie: Dana je rovnica kuzelosecky. Urcte typ kuzelosecky.

© Terenova

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h)
i)

j)

k)

5x2+4xy +2y?—6=0
y2+3x+2y—-14=0
xX2—=2xy+y*—4y+8=0

X2+ 2xy+y?+2x—2y—-5=0
Ox%2 —4y? +36x+24y—-36=0
2x>—12xy—7y*>+ 8+ 6y =0
x2—2xy+1=0

xy—1=0
5x2—xy—4y?—30x+12y+40=0
X2=2xy+y?+x—-y—-6=0
4x* + 4xy + y>—4x—-2y+1=0
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