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3D IR 2D

@ Mészarosova



Deskriptivha geometria

Rozvija metddy vzajomne jednoznacného zobrazenia
3- rozmerného priestoru na
2- rozmerny a naopak

3D<: 2D

@ Mészarosova



Deskriptivha geometria
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Zakladné pojmy

E3 — euklidovsky 3-rozmerny priestor E2 — euklidovska rovina
Kartezianska sustava suradnic (O, x, y, z) VE3—osi x, y, z Kartezianska sustava suradnic (O, x, y) v E2 -
su navzajom kolmé priamky so spolo¢nym bodom O — osi x, y su navzajom kolmé priamky so
zaCiatok suradnicovej sustavy a jednotky na osiach su spolocnym bodom O — zaciatok suradnicovej
rovnakeé. sustavy a jednotky na osiach su rovnakeé.
A A
V4 V4 A
y
A A
______________ '.A [x*, yA]
0 X

Pravotociva Lavotociva

Incidencia — bod leZi na utvare A
(napr. bod A lezi na kruznici k) K
Kolinearita — 3 body lezia na jednej priamke
A
(body A, B, C lezia na priamke p) —0— &,\ ﬁfE P
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Deliaci pomer

Definicia: Nech body A, B, C, kde B # C, leZia na jednej priamke. Deliaci pomer bodu C vzhladom na
body A, B je Cislo:

AC
a) (A,B;C)= —%, ak bod C je bod usecky AB, A{F &} j
|AC] . .
b) (A,B;C)= E ak bod C nie je bod usecky AB. A B C
i e O o © S —

< Ak C je stred usecky AB, aky je deliaci pomer (A, B, C)? >

—~—_

Poznamka: Ak bod C je stred usecky AB, potom deliaci pomer (A, B; C) = —1.
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Premietanie
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Premietanie je zobrazenie bodov priestoru na nejaku plochu, najcastejsie na rovinu.

Su dva druhy premietania:

4/\>

Stredové Rovnobezné
E : H
F e }-H G
H G,
! E
S C
B D N/ D
A
A A B
Obraz kocky v stredovom premietani a v linearnej perspektive. Obraz kocky v rovnobeZnom premietani.

Stredové premietanie modeluje proces videnia ludskym okom s cielom dosiahnut ¢o najvacsiu nazornost.
RovnobeZzné premietanie je menej nazorné ako stredové, napriek tomu sa v technickej praxi ¢asto pouziva,
pretoze konstrukcie v rovhnobeznom premietani su jednoduchsie nez v stredovom premietani.

Jednym z cielov deskriptivnej geometrie je zostrojenie takého obrazu priestorového utvaru, ktory
umoznuje rekonstrukciu povodného Utvaru. Zobrazovacie metddy su prostriedkom na dosiahnutie tohto
ciela, zakladom kazdej zobrazovacej metddy je premietanie.

Zobrazovacia metdda je bijektivne zobrazenie bodov priestoru na rovinu (pripadne inu plochu).
Premietanie nie je bijektivne zobrazenie, preto zobrazovacie metddy vyuzivaju viacero premietani na viac
priemetni alebo ind dopliujucu informaciu (napriklad koty bodov).
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Rovnobezné premietanie
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RovnobeZné premietanie je uréené:
* rovinou 77— priemetna,
* priamkou s — smer premietania, s it .

.. S8 3
st
A = Cen
RovnobeZny priemet bodu A je bod A, — priesecnik “eD °c=cC
premietacej priamky sAs priemetnour. N
@ A1 = D]_ = E]_ \‘
. . . /3 Bl
sA, sA |l s, A € s premietacia priamka bodu A, B
A,= s " 7 rovnobezny priemet bodu A. °.E ..

Veta: Rovnobeiny priemet kazdého bodu priestoru je bod v priemetni.

Definicia: RovnobeZné premietanie (urcené rovinou za priamkou s, s it z7) je zobrazenie vSetkych bodov
euklidovského priestoru E3do priemetne 7, ktoré kazdému bodu X € E3 priradi bod X; € 7z, tak ze XX, || s.

Podla smeru premietania s delime rovnobezné premietanie na:

kolmé, aks | 7,
$ikmé, ak s £ .

Rovnobezné premietanie nie je bijektivhe zobrazenie, lebo vsetky body leziace na premietacej priamke sa
zobrazia do jediného bodu.
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Rovnobezny priemet priamky
Priemet geometrického utvaru je mnozina priemetov vsetkych jeho bodov.
Priamkaaffsaatrr: Priamka b || s:

b S

N

b= PP

N\

Mnozina premietacich priamok vsetkych bodov priamky a vytvori premietaciu rovinu ¢ priamky a.
RovnobeZny priemet priamky a je priamka a,. RovnobeZny priemet priamky b je bod b,.
a,=0c'’Nr b,=bnrx

Veta: Rovnobezny priemet priamky, ktora nie je rovnobezna so smerom premietania, je priamka,

rovnhobezny priemet priamky rovnobeznej so smerom premietania je bod. _
Priamkac |l &

Definicia: Priesecnik priamky s priemetriou sa nazyva stopnik priamky.

C

Stopnik priamky a je bod P9=a N . /

Stopnik priamky b je bod P?=b N 7. s g C,

Priamka rovnobezna s priemetriou stopnik nema. >\'A /
/4
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Rovnobezny priemet roviny

Rovinaattsaattr: Rovina Sl s:

RovnobeZny priemet roviny & je celd priemetna o = 7. Rovnobezny priemet roviny £ je priamka f,.

Veta: Rovnobezny priemet roviny, ktora nie je rovhobeznd so smerom premietania, je celd priemetna,
rovnobezny priemet roviny rovnobeznej so smerom premietania je priamka.

- e : : y . . Rovina yllz:
Definicia: PrieseCnica roviny s priemetriou sa nazyva stopa roviny.

Stopa roviny aje priamka p%®= a N 7.
Stopa roviny Bje priamka pf= SN 7.
Rovina rovnobezna s priemetnou stopu nema.
/4
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Priamky v rovine a7

Priamky a, b, ¢ roviny & st r6znobezné s Priamky h%, h’, h”roviny & su rovnobezné s
priemetniou. Kde leZia ich stopniky? priemetnou, stopniky nemaju.

Definicia: Priamka roviny rovnobezna s priemetnou
sa nazyva hlavna priamka roviny (hlavna priamka
roviny je rovnobeZna aj so stopou roviny).
Oznacenie: h?.

Stopniky P9, P?, P priamok a, b, ¢ leZia na
stope p%roviny a.

Definicia: Priamka roviny kolma na stopu roviny sa
nazyva spadova priamka roviny (spadova priamka
roviny je kolma aj na hlavné priamky roviny).
Oznacenie: s

Veta: Kazda priamka roviny roznobezna s
priemetnou ma stopnik na stope tejto roviny.

© Valaskova Deskriptivna geometria pre stavebné odbory 16



Vlastnosti rovnobezného premietania

V1: Rovnobezné premietanie zachovava incidenciu geometrickych utvarov, to znamena, Ze ak bod lezi na
geometrickom uUtvare, tak priemet bodu lezi na priemete geometrického uUtvaru.

V pripade, Ze geometricky uUtvar je priamka plati:
ak X € m, tak X; e m,.

V2: Rovnobezné premietanie zachovava rovnhobeZnost priamok.

Ak a |l b, tak a, |l b,.
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Vlastnosti rovnobezného premietania
V3: Rovnobezné premietanie zachovava deliaci pomer troch bodov na priamke.

Ak body A, B, C lezia na jednej priamke, B # C,
tak plati (A,B;C) = (A,,B,;C,), to znamena:

|AC,|:|B,C,| = |AC|:|BC].

Vlastnost V3 vyplyva z podobnosti trojuholnikov
AABB’, AACC’.

T

Dosledok: Rovnobeznym priemetom stredu usecky je stred priemetu usecky.

V4: Rovnobeznym premietom utvaru, ktory lezi v rovine rovnobeznej s priemetnou je utvar zhodny s
povodnym utvarom.

Utvar U, md rovnaky tvar aj velkost ako Gtvar U, —
utvary U a U, su zhodné. .[ ;
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Kolmé premietanie
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Kolmé premietanie je Specialny pripad rovnobezného premietania, ak smer premietania je kolmy na
priemetnu (s L 7).

Kolmé premietanie je urCené priemetniou z. Pre smer premietania plati: s L 7.

Kolmy priemet bodu A je bod A, — priesecnik
premietacej priamky s* s priemetnourr. s

sh, sA L &, A € sA premietacia priamka bodu A,
A, - kolmy priemet bodu A.

Il
[}
®

I
11
Il
[}

Cernm

*8

Kolmé premietanie ako Specialny pripad rovnobezného premietania ma vlastnosti V1 — V4 rovnobezného
premietania a navyse dve dblezité vlastnosti, oznacme ich V5, V6.
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Vlastnosti kolmého premietania

V5: Pre dizku kolmého priemetu Usecky AB plati: |A;B;| = |AB|. cose, kde @ je odchylka priamky AB od
priemetne. Rovnost |A,B,| = | AB| nastane len vtedy, ked'je Usecka rovnobezna s priemetfiou.

AB Y & AB || 7
B
A I B
’ —
A o R’ ; :
i (% | B
i I | L
- A; B, A A B,
Z pravouhlého AABB’ vyplyva: |A,B,| = |AB]|

cosp= |AB'| : |AB| = |A;B,| : |AB|
|A,B,| = |AB| . cosg, cosg € (0, 1)
|A;B,| < |AB|
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Vlastnosti kolmého premietania

V6: Kolmym priemetom pravého uhla je pravy uhol, ak jedno jeho rameno je rovnobezné s priemetnou a
druhé nie je kolmé na priemetnu.

allzrlgqg rci Alq,0°<¢@ < 90° rlq
rlqg
r'l
Q)
\/\N
r”
! q,
/4 /4
r, L g, (vyplyva z vlastnosti V4). rlag,. r; je bod.
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Kuzelosecky, elipsa
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Klasifikacia kuzeloseciek

© Terenova Deskriptivna geometria pre stavebné odbory 24



Definicia: Rotacna kuzelova plocha vznikne rotaciou priamky p okolo priamky o, pricom priamky pao
su réznobezné.

* Priamka o sa nazyva os rotacnej kuzelovej plochy.
* Priesecnik priamok p a o sa nazyva vrchol rotacnej kuzelovej plochy a ozna¢ime hoV (V = p n o).

* Priamka rotacnej kuzelovej plochy sa nazyva tvoriaca priamka.
* Kazda tvoriaca priamka t rotacnej kuzelovej plochy prechadza jej vrcholom V (V € t).
lo) o

\ \:\“\“\‘ ’l‘",'?{‘,,,’, 7
SN N A ELT.

Pre dalSie spustenie

videa prejdite mySou
na obrazok a kliknite
na prehravanie
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Definicia: Kuzelosecky su rovinné rezy rotacnej kuzelovej plochy.
* Ak rovina rezu obsahuje vrchol kuzelovej plochy, tak rezom je singularna kuzelosecka:
—  bod,
—  priamka,
— dve réznobezné priamky.

Bod Priamka Dve r6znobezné priamky
Rovina rezu pretina rota¢nu kuzelovu Rovina rezu sa dotyka rotacnej Rovina rezu pretina rota¢nu
plochu v jednom bode — vo vrchole kuzelovej plochy pozdlz jednej kuzelovu plochu v dvoch tvoriacich
rotacnej kuzelovej plochy. tvoriacej priamky. priamkach.
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Definicia: Kuzelosecky su rovinné rezy rotacnej kuzelovej plochy.

» Ak rovina rezu neobsahuje vrchol kuzelovej plochy, tak rezom je regularna kuzelosecka:
—  kruZnica,
— elipsa,
— parabola,
— hyperbola.

Kruznica, elipsa

Rovina rezu nie je rovnobezna so Ziadnou
tvoriacou priamkou rotacnej kuzelovej
plochy.

Beganova, Terefiova

Parabola

Rovina rezu je rovnobeznd s jednou
tvoriacou priamkou rotacne;j
kuzelovej plochy.

Hyperbola

Rovina rezu je rovnobeind s dvoma
tvoriacimi priamkami rotacnej
kuzelovej plochy.
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Elipsa
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Definicia: Elipsa je mnozina vSetkych bodov v rovine E2, ktoré maju od dvoch danych bodov konstantny
sucet vzdialenosti vacsi ako vzdialenost tychto bodov.

» Dva dané body sa nazyvaju ohniska elipsy a oznacime ich 1F, 2F.
e Sucet vzdialenosti oznacime 2a.

* Symbolicky zapis: Elipsa = {VX € E%; | X 'F| + |X 2F| = 2a, 2a > |'F ?F|}

A
v

2a

Pre dalSie spustenie

videa prejdite mysSou
na obrazok a kliknite
na prehravanie

© Beganova, Terenova Deskriptivna geometria pre stavebné odbory 30



Ohniskova konstrukcia bodov elipsy (zahradnicka konstrukcia)

Priklad 2.1: Elipsa je dana ohniskami IF, 2F a dizkou 2a, 2a > |F 2F|. Zostrojte body elipsy.

K 2 1 2a

N
)

A 4

© Terenova

IKL| = 2a

Postup:

1. Bod1;1 €KL, lubovolny bod usecky
KL, pre ktory plati:
|K1| > % (2a — |*F 2F|),
|L1| > % (2a — | 'F 2F|).

2. Dizky I, 2r; |K1| =1r, |1L| = 2r,
plati: Ir + 2r = 2a.

3. Kruznica k; k(*F, Ir).

4. Kruznica 2k; 2k(?F, ?r).

5. Body elipsy: 1k n 2k = {1X, 2X}.

Pomocou dizok 1r, 2r mézeme zostrojit
dalSie dva body elipsy:

5. Kruznica k'; k' (3F, 1r).

6. Kruznica 2k'; 2k’ (1F, 2r).

7. Body elipsy: k' n 2k’ = {3X, 4X}.

Pozndmka: Dalsie body elipsy zostrojime
pomocou lubovolného bodu 2 € KL. Na obrdzku
su zostrojené body 1M, 2M, 3M, *M elipsy.
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Ohniskova konstrukcia bodov elipsy (zahradnicka konstrukcia)

Priklad 2.1: Elipsa je dana ohniskami IF, 2F a dizkou 2a, 2a > |F 2F|. Zostrojte body elipsy.
a d
« 2 1 2a IKL| = 2a

N
)
\ 4
-

Zostrojime osi elipsy a stred elipsy:

! 1. 1F2F =10 — hlavna os elipsy.

2. Os usecky F2F = 20 — vedlajsia os elipsy.
3. S=10n20-stred elipsy.

Zostrojime vrcholy elipsy:

1. Body A, B—hlavné vrcholy elipsy;
A, B < 10, |AS| = |BS| =a.

2. Body C, D —vedlajsie vrcholy elipsy;
C,D c 20, |FC| = |'FD| = a.

Poznamka: Body A, B, C a D su body elipsy, lebo
splfiaju definiciu elipsy.

Poznamka: Na iné zobrazenie elipsy méZeme
pouZit oskulacné kruZnice (pozri nasledujuci
priklad).
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Definicia: Elipsa je mnozina vSetkych bodov v rovine E2, ktoré maju od dvoch danych bodov konstantny
sucet vzdialenosti vacsi ako vzdialenost tychto bodov.

Elipsa = {VX € E%; | X 'F| + |X 2F| = 2a, 2a > |'F 2F|}

o)

N

Zakladné pojmy a oznacenia:

2a

hlavna os elipsy: F?F = 1o,
vedlajsia os elipsy: os Usecky 1F2F = 2o,
stred elipsy: S =10 N 2o,

hlavné vrcholy A, B elipsy: A, B € 1o, |AS| = |BS| =3,

s . Sumernost elipsy
vedlajsie vrcholy C, D elipsy: C, D € 20, |1FC| = |'FD| = a,

Elipsa je sumerna:

* podla svojej hlavnej osi,

* podla svojej vedlajsej osi,
* podla svojho stredu.

a — dizka hlavnej polosi elipsy, a = |AS| = |BS],

b — dizka vedlajsej polosi elipsy, b = |CS| = | DS],

e — excentricita elipsy, e = |FS| = |2FS|,

A'FSC — charakteristicky trojuholnik elipsy, plati a2=e? + b2.
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Oskulacna kruznica

Oskulaéna kruznica v bode X krivky sa dotyka krivky v tomto bode. Oskula¢na kruznica a krivka maju
v bode X spolo¢nu dotycnicu a rovnaku prvu krivost.

Priklad 2.2: Dané su vrcholy A, B, C a D elipsy. Zostrojte oskulacné kruznice vo vrcholoch elipsy.

%o

6sP Postup:

| 1. Bod E; ASCE je obdiznik.

'C 2. Priamkap; E € p, p L AC.

3. Stredy oskulaénych kruznic:
p N 1o = SA - stred oskulacnej kruznice vo vrchole A,
p N 20 = S¢ — stred oskula¢nej kruznice vo vrchole C.

4. Oskulacné kruznice:
kA (SA, rA = |SAA|) — oskulacna kruZnica vo vrchole A,
k€ (S¢, r¢= |S¢C|) — oskulac¢na kruznica vo vrchole C.

5. Oskula€né kruznice vo vrcholoch B a D zostrojime
vyuzitim sumernosti elipsy podla jej stredu S.

Poznamka: Elipsa sa dotyka oskulacnych kruznic k*, kB zvonku
a oskulacnych kruZnic kS, kP zvnutra.

i Poznamka: Priamku p, ktord je potrebna na konstrukciu stredov
oskulacnych kruznic, méZzeme zostrojit aj inak, pozri nasledujucu
stranu.
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Zdruzené priemery elipsy

Definicia: Dva priemery elipsy, pre ktoré plati, Ze dotycnice v krajnych bodoch jedného priemeru su
rovnhobezné s druhym priemerom, nazyvame zdruzené priemery elipsy.

t“|| MN || ¢ tM || K'L' || tV
tM || KL || tV t“ || M'N' || ¢

Poznamka: Platnost vety 2 vyplyva z vilastnosti, Ze dotyCnice v krajnych bodoch priemeru kruznice k su
kolmé na tento priemer. Potom afinita zachovdva rovnobeznost tychto dotycnic s priemerom na neho
kolmym.
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PRIECKOVA bodova konstrukcia elipsy
Priklad 4.31: Dané su zdruzené priemery KL, MN elipsy. Zostrojte dalSie body elipsy medzi K a L.

Postup:
1. Zostrojime priesecCniky dotycCnic elipsy v krajnych bodoch zdruzenych priemerov KL, MN:

X=tkntV Y=t "tV

2. Rozdelenim usecky MS na n zhodnych Casti (pocet zavisi od poZiadaviek na presnost rysovania, na
obrazku n = 4) zostrojime body 1, 2, ..., n-1.

3. Rozdelenim usec¢ky MX na rovnaky pocet n zhodnych casti zostrojime body 1', 2', ..., n'-1.
4. Dostaneme body elipsy pre n = 4 ako priesecniky: L1 N K1’, L2 N K2, L3 n K3'.

5. Analogicky konstruujeme body medzi bodmi M a L.

-~ tN N
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