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2023 Bc. Eva Sabatulová
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Stavebná fakulta
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Školitel’: Ing. Martin Ambroz, PhD.

Bratislava 2023 Bc. Eva Sabatulová
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Abstrakt

Názov práce: Automatická segmentácia obrazu pomocou siete rovinných kriviek
Abstrakt: Práca sa zaoberá rozš́ıreńım už existujúceho segmentačného modelu, ktorý na
automatickú segmentáciu použ́ıva uzavreté krivky. Tento model je v práci rozš́ırený na
použitie siete rovinných kriviek, vd’aka čomu je možné jednoznačne určit’ hranicu medzi
segmentovanými oblast’ami. V práci sa zaoberáme aplikáciou automatickej segmentácie na
satelitné sńımky źıskané počas misie Sentinel-2. Začneme s popisom matematického modelu
vyv́ıjajúcich sa kriviek, ktorý diskretizujeme pomocou metódy konečných objemov a riešime
explicitnou schémou. V práci sú taktiež poṕısané algoritmy potrebné pre vznik a vývoj siete
kriviek, ktoré sme implementovali v jazyku C++ a na vizualizáciu použili softvér Wolfram
Mathematica.

Kl’́učové slová: segmentácia obrazu, evolúcia krivky, explicitná schéma, hraničná krivka

Abstract

Title: Automatic image segmentation using the planar curve network
Abstract: The work deals with the extension of the already existing segmentation model,
which uses closed curves for automatic segmentation. In this work, this model is extended to
use a network of plane curves, thanks to which it is possible to clearly determine the boundary
between segmented areas. In this work, we deal with the application of automatic segmenta-
tion to satellite images obtained during the Sentinel-2 mission. We begin with the description
of the mathematical model of the evolving curves, which we discretize using the finite volume
method and solve with an explicit scheme. The work also describes the algorithms necessary
for the creation and development of the network of curves. These algorithms are implemented
in C++ language and Wolfram Mathematica software is used for visualization.

Keywords: image segmentation, curve evolution, explicit scheme, boundary curve
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Predhovor

Práca sa zaoberá vytvoreńım modelu automatickej segmentácie pomocou siete rovinných
kriviek. Hlavným ciel’om je jednoznačne určit’ hranicu medzi segmentovanými oblast’ami. Mo-
del je založený na vývoji Lagrangeovskej krivky v segmentovanej oblasti. Rozširujeme už
existujúci model segmentácie, pričom čerpáme hlavne z článku [8]. K práci sme vytvorili
program, v ktorom sme algoritmy automatickej segmentácie implementovali v jazyku C++.
Na vizualizáciu výsledkov sme použili softvér Wolfram Mathematica.

V kapitole 1 zač́ıname s opisom kl’́učového pojmu segmentácia obrazu. V úvode sa taktiež
venujeme misii Sentinel-2, ktorá je súčast’ou programu Copernicus a ktorej dáta použ́ıvame
pre vykonanie experimentov.

V kapitole 2 si predstav́ıme matematický model automatickej segmentácie a vysvetĺıme
význam jednotlivých členov modelu. Hlavnou myšlienkou je vývoj krivky v tangenciálnom
a normálovom smere k hranici segmentovanej oblasti, preto v sekcii 2.3 najprv opisujeme
normálovú rýchlost’, ktorá zahŕňa detekciu hrán obrazu, funkciu homogenity a krivostnú
regularizáciu. V sekcii 2.4 si následne predstav́ıme vhodnú vol’bu tangenciálnej rýchlosti, s
využit́ım tangenciálnej redistribúcie.

Po predstaveńı matematického modelu vieme, že evolúcia krivky je daná diferenciálnou
rovnicou, preto v kapitole 3 na priestorovú diskretizáciu použijeme metódu konečných obje-
mov a rovnicu riešime numericky použit́ım explicitnej schémy. Následne sa v tejto kapitole
zaoberáme úpravou explicitnej schémy pre siet’ otvorených kriviek.

Kapitola 4 je zameraná na popis algoritmov na vývoj a vznik siete kriviek, kedy dochádza
k topologickým zmenám.

V poslednej kapitole 5 si funkčnost’ algoritmov overujeme na niekol’kých numerických
experimentoch. Najprv si v sekcii 5.1 ukážeme porovnanie segmentácie pomocou uzavretých
kriviek a siete kriviek. V sekcii 5.2 si na niekol’kých d’aľśıch experimentoch ukážeme defino-
vanie hranice medzi segmentovanými oblast’ami.

Na záver by som sa chcela pod’akovat’ vedúcemu diplomovej práce, Ing. Martinovi Am-
brozovi PhD., za čas, cenné rady a konzultácie počas vypracovávania diplomovej práce.
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5.2 Definovanie hranice medzi segmentovanými oblast’ami . . . . . . . . . . . . . 39
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Segmentácia obrazu

Segmentácia obrazu je kl’́učovým pojmov v spracovańı obrazu a poč́ıtačovom videńı, s
vel’kým využit́ım napŕıklad v medićıne, v rozoznávańı objektov pre autonómne vozidlá, robo-
tickom vńımańı a aj mnohých d’aľśıch oblastiach. Segmentácia obrazu je proces, pri ktorom
rozdel’ujeme obraz na regióny, inak povedané skupiny pixelov, ktoré majú nejakú spoločnú
charakteristiku. Vytvorenie takýchto regiónov môže mat’ pre nás informat́ıvny charakter, ale
taktiež nám môže ul’ahčit’ d’aľsiu prácu s dátami. Na segmentáciu obrazu sa použ́ıva množstvo
metód, metódy založené na poč́ıtačovom videńı alebo aj techniky, ktoré použ́ıvajú umelú
inteligenciu. Model automatickej segmentácie, poṕısaný v článku [8] je založený na vývoji
uzavretej Lagrangeovskej krivky v segmentovanej oblasti. Tento model, ktorý je základom
pre našu prácu, bol vytvorený pre segmentáciu chránených územı́ európskeho významu NA-
TURA 2000, pričom boli využité dáta źıskané satelitmi z misie Sentinel-2. Pre vykonanie
experimentov v našej práci budeme taktiež použ́ıvat’ satelitné sńımky (Obr. 1.1) źıskané z
tejto misie.

Obr. 1.1: Pŕıklad satelitnej sńımky źıskanej z misie Sentinel-2.
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1.2 Misia Sentinel-2

Misia Sentinel-2 [10] bola spustená ako súčast’ programu Európskej komisie Copernicus.
Misia pozostáva z dvoch identických satelitov (Obr. 1.2), Sentinel-2A, vypustený 23. júna
2015 a Sentinel-2B, vypustený 7. marca 2017. Satelity lietajú na rovnakej obežnej dráhe, ale
ich fáza je navzájom posunutá o 180°, čiže každý satelit je vždy na opačnej strane planéty.
Táto konštelá-cia umožňuje každé miesto na Zemi opätovne navšt́ıvit’ každých pät’ dńı s rov-
nakým smerom pozorovania. Životnost’ satelitu je 7.25 roka. V roku 2024 sa plánuje vypuste-
nie dvoch d’aľśıch satelitov (Sentinel-2C a Sentinel-2D). Každý satelit nesie multispektrálny
senzor, ktorý odoberá vzorky 13 spektrálnych kanálov s rôznym rozĺı̌seńım (Tabul’ka 1.1):
štyri kanály na 10m (jeden pixel reprezentuje plochu 10m × 10m) šest’ kanálov na 20m a tri
kanály na 60m priestorového rozĺı̌senia, pričom š́ırka orbitálneho záberu je 290m. Satelity tak
źıskavajú multispektrálne sńımky s vysokým rozĺı̌seńım, ktoré sa následne použ́ıvajú na pod-
poru rôznych služieb a aplikácíı ponúkaných programom Copernicus, vrátane správy pôdy,
pol’nohospodárstva, lesńıctva, kontroly katastrof, operácíı humanitárnej pomoci, mapovania
riźık a bezpečnostných problémov. Všetky dáta źıskané zo satelitov sú vol’ne dostupné.

Kanál
Názov
Popis

Vlnová d́lžka Rozĺı̌senie

B1
Coastal aerosol

atmosférická korekcia(rozptyl aerosólu)
443 nm 60m

B2
Modrý kanál

rozlǐsovanie vegetácie (citlivost’ na starnutie vegetácie)
490 nm 10m

B3
Zelený kanál

rozlǐsovanie vegetácie (citlivost’ na celkový chlorofyl)
560 nm 10m

B4
Červený kanál

rozlǐsovanie vegetácie a mestských oblast́ı
665 nm 10m

B5
Vegetation Red Edge

konsolidácia atmosférických korekcíı
705 nm 20m

B6
Vegetation Red Edge
atmosférická korekcia

740 nm 20m

B7
Vegetation Red Edge
Listový index plochy

783 nm 20m

B8
NIR

Listový index plochy
842 nm 10m

B8a
Vegetation Red Edge
rozlǐsovanie vegetácie

865 nm 20m

B9
Water vapour

absorpcia vodnej pary
945 nm 60m

B10
SWIR

detekcia tenkých cirusov pre atmosférickú korekciu
1375 nm 60m

B11
SWIR

detekcia ligńınu a lesnej nadzemnej biomasy
1610 nm 20m

B12
SWIR

hodnotenie podmienok stredomorskej vegetácie
2190 nm 20m

Tabul’ka 1.1: Spektrálne kanály satelitov Sentinel-2.
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Obr. 1.2: Model satelitu použitého v misii Sentinel-2.[4]

1.3 Použitie siete rovinných kriviek

V našej práci budeme už existujúci model automatickej segmentácie [8] rozširovat’ a mo-
difikovat’. Na segmentáciu použijeme množinu rovinných kriviek, uzavretých a otvorených.
Otvorené krivky budú navzájom prepojené a budeme ich vńımat’ ako siet’ kriviek. Naš́ım
ciel’om bude vytvorit’ a jednoznačne určit’ hranicu medzi segmentovanými oblast’ami. Takéto
jednoznačné určenie hranice má množstvo aplikácíı, nielen pri spracovańı satelitných sńımkov
pre určenie rôznych druhov porastov, ale aj pri spracovańı medićınskych sńımkov, pre rozde-
lenie rôznych tkańıv v l’udskom tele.
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Kapitola 2

Matematický model

V tejto kapitole si zostav́ıme matematický model automatickej segmentácie, ktorý je
bližšie poṕısaný v článku [8]. Budeme pracovat’ s čiernobielym vstupným obrazom, s jedným
kanálom, ktorý neskôr nahrad́ıme reálnymi dátami, napŕıklad satelitnými sńımkami. Dvoj-
rozmerný obraz (obr. 2.3, vl’avo) vieme reprezentovat’ funkciou intenzity I0 : R2 → R, pričom
I0(x) = I0(x1, x2) predstavuje hodnotu intenzity pixelu s priestorovými súradnicami (x1, x2).
Pre segmentáciu oblasti obrazu muśıme určit’ počiatočnú krivku, ktorú budeme vyv́ıjat’ v čase
k hranici segmentovanej oblasti obrazu, pričom evolúcia je daná vhodným vektorovým pol’om.
Umiestneńım počiatočnej krivky urč́ıme intenzitu obrazu, ktorú segmentujeme, preto by mala
celá krivka ležat’ vo vnútri segmentovanej oblasti.

2.1 Vyv́ıjajúca sa krivka

Majme vyv́ıjajúcu sa krivku
γ : Γ× T → R2. (2.1)

Nech Γ = [0, 1] a T = [t0, tf ], predstavuje časový interval, kde t0 je počiatočný čas a tf je
koncový čas. Hodnota γ(u, t), kde u ∈ Γ, vyjadruje poźıciu krivky γ v čase t ∈ T . Vývoj krivky
predstavuje zmenu krivky v čase, čo matematicky vyjadruje jej časová derivácia. Evolúcia
krivky riadená vektorovým polom V(u, t) je preto daná diferenciálnou rovnicou

∂γ(u, t)

∂t
= V(u, t), (2.2)

s počiatočnou podmienkou γ(u, t0) = γ0, kde γ0 označ́ıme ako počiatočnú krivku.
Vo všeobecnosti vieme pohyb krivky rozložit’ na pohyb v normálovom a tangenciálnom

smere, vid’ obr. 2.1
∂γ(u, t)

∂t
= β(u, t)N(u, t) + α(u, t)T(u, t), (2.3)

kde α(u, t) označuje tangenciálnu rýchlost’, β(u, t) normálovú rýchlost’, T(u, t) jednotkový
dotykový vektor a N(u, t) jednotkový normálový vektor. Je dôležité spomenút’, že vplyvom
tangenciálnej rýchlosti v rovnici sa nemeńı tvar krivky, iba sa body krivky posúvajú v tan-
genciálnom smere. Preto sa najskôr v sekcii 2.3 zameriame na normálovú rýchlost’ β(u, t)
a následne v sekcii 2.4 oṕı̌seme výpočet vhodnej tangenciálnej rýchlosti α(u, t). Budeme
uvažovat’ prirodzene parametrizovanú krivku γ parametrom s, pričom ds = |∂uγ(u, t)|du.
Jednotkový dotykový vektor potom vieme vyjadrit’ ako

T(u, t) = ∂sγ(u, t) = (∂sγ1, ∂sγ2). (2.4)

Jednotkový normálový vektor je naň kolmý, dostaneme tak

N(u, t) = T(u, t)⊥ = (∂sγ(u, t))
⊥ = (∂sγ2,−∂sγ1). (2.5)
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Prirodzenú parametrizáciu budeme d’alej použ́ıvat’ v sekcii 2.4 a 2.5, kde je prirodzená para-
metrizácia podmienkou pre použitie Frenetových a Serretových rovńıc.

Obr. 2.1: Rozloženie pohybu krivky na tangenciálny a normálový smer [5].

2.2 Siet’ kriviek

V našej práci nebudeme pracovat’ iba s jednou vyv́ıjajúcou sa krivkou, ale s množinou
kriviek, pričom niektoré môžu byt’ uzavreté a niektoré otvorené. Uzavreté krivky, pre ktoré
plat́ı γ(0, t) = γ(1, t), budeme v rámci vývoja vńımat’ ako samostatné, čo znamená, že pre
vývoj uzavretej krivky nepotrebujeme informáciu o žiadnej inej krivke. Avšak množinu ot-
vorených kriviek budeme vńımat’ ako siet’ (skupinu) otvorených kriviek. Pre vývoj otvorenej
krivky potrebujeme použit’ informácie zo všetkých otvorených kriviek v sieti. Pre každú ot-
vorenú krivku plat́ı, že má aspoň dve susedné krivky, ktoré majú začiatočný alebo koncový
bod totožný so začiatočným alebo koncovým bodom danej krivky, tak ako vid́ıme na obrázku
2.2. Otvorené krivky v sieti sú pomocou začiatočných a koncových bodov prepojené.

Obr. 2.2: Pŕıklad uzavretej krivky γ1 (vl’avo) a siet’ otvorených kriviek γ2, γ3, γ4 (vpravo), kde vid́ıme
totožné začiatočné a koncové body.

Krivky v rámci siete deĺıme na rodičovské a hraničné krivky. Rodičovské krivky vzniknú
otvoreńım uzavretej krivky. Zároveň s tým muśı vzniknút’ aj hraničná krivka, ktorá prepoj́ı
otvorenú čast’ rodičovských kriviek. Každá hraničná krivka má svoje rodičovské krivky. Vznik
rodičovských kriviek a hraničnej krivky, ktorý je podnetom pre vznik siete kriviek, si bližšie
poṕı̌seme v sekcii 4.3.
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2.3 Normálová rýchlost’

V našej práci preberieme predpis pre normálovú rýchlost’ z článku [8], kde je definovaná
v tvare

β(u, t) = (1− λ(t))gγ2 (γ(u, t))− λ(t)∇g1(γ(u, t)) ·N(u, t)− δ(t)k(u, t), (2.6)

a použitá na segmentáciu pomocou uzavretých rovinných kriviek. Postupne si predstav́ıme
každý člen, ktorý vystupuje v tejto funkcii. V prvom kroku si v sekcii 2.3.1 poṕı̌seme druhý
člen −∇g1(γ(u, t)) · N(u, t), pomocou ktorého riadime evolúciu krivky k hrane segmento-
vej oblasti. Následne v sekcii 2.3.2, vysvetĺıme ako prvý člen gγ2 (γ(u, t)) expanduje krivku z
jej počiatočnej poźıcie cez segmentovanú oblast’ v smere normály. Pomocou parametra λ(t),
ktorý vystupuje v oboch členoch vieme menit’ to, ktorý člen bude mat’ na vývoj väčš́ı vplyv.
Zväčšovańım hodnoty λ(t) bude mat’ väčš́ı vplyv druhý člen a naopak, ked’ λ(t) bude bĺızka
nule, krivka bude riadená hlavne prvým, expanzným členom. Tret́ı člen δ(t)k(u, t) reprezen-
tujúci krivostnú regularizáciu si predstav́ıme v sekcii 2.3.3.

2.3.1 Detekcia hrán

Ked’že sú hranice oblast́ı obrazu tvorené hranami, vyv́ıjajúca sa krivka by sa mala prit’a-
hovat’ práve k nim. Na nájdenie hrán použijeme hranovú detekciu. Reálne dáta sú často
zašumené, preto si najprv potrebujeme obraz prefiltrovat’. V tejto časti využijeme poznatky o
Gaussovej filtrácii z literatúty [3] a [6]. Gaussova filtrácia je jedna z najpouž́ıvaneǰśıch metód v
rámci predspracovania obrazu. Nech funkcia Iσ0 : R2 → R, reprezentuje intenzity filtrovaného
pôvodného obrazu I0 pomocou Gaussovho filtra. Túto funkciu źıskame konvolúciou obrazu s
Gaussovou funkciou

Iσ0(x) = Gσ0(x) ∗ I0(x), (2.7)

pričom funkcia Gσ0(x) s rozptylom 2σ0 je v d-dimenziálnom priestore definovaná v tvare

Gσ0(x) =
1

(4πσ0)
d
2

e
|x|
4σ0 . (2.8)

a predstavuje konvolučné jadro. Novú hodnotu pixelu źıskame váženým priemerom okolia
daného pixelu, pričom hodnotu daného pixelu berieme s najväčšou váhou. Hodnoty váh
závisia od parametra σ0. Č́ım väčšia σ0, tým je filtrácia silneǰsie. Použitie konvolúcie vid́ıme
na obrázku 2.3.

Obr. 2.3: Vl’avo: Originálny dvojrozmerný obraz s odtieňmi šedej. V strede: Konvolučné jadro. Vpravo:
Obraz po aplikovańı Gaussovho filtra.

Hrany obrazu vieme identifikovat’ ako náhle zmeny intenzity obrazu. Využijeme preto
vlastnosti gradientu a v mieste hrany budeme očakávat’ vysokú hodnotu normy gradientu.
Normu gradientu použijeme vo funkcii hranového detektora v tvare

g(ζ, |∇Iσ(x)|) = 1

(1 + ζ|∇Iσ0(x)|2)
, (2.9)
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kde parameter ζ určuje výraznost’ detekovaných hrán. Č́ım väčšia hodnota ζ, tým je citlivost’

na vysoké hodnoty noriem gradientov väčšia a hrany po detekcii sú výrazneǰsie.
Po opätovnom vyhladeńı źıskame výslednú funkciu hranového detektora použitú vo vzorci

(2.6), v ktorej aplikovańım konvolúcie zhlad́ıme detekované hrany

g1(x) = Gσ1 ∗ g(ζ, |∇Iσ0(x)|). (2.10)

Na obrázku 2.4 vid́ıme, že hranový detekor má hodnoty bĺızke nule pri hranách. Na miestach,
kde sa hrany nevyskytujú, nadobúda hodnoty bĺızke jednej.

Obr. 2.4: Hranový detektor g1 aplikovaný na Iσ0 z obrázka 2.3, vpravo.

2.3.2 Expanzia krivky v smere normály

V tejto sekcii si poṕı̌seme ako pomocou funkcie gγ2 riadime krivku cez segmentovanú oblast’

v smere normály k hrane oblasti. Funkciu gγ2 definujeme ako

gγ2 (x) = Gσ2 ∗ (Hγ(x)g1(x)), (2.11)

kde vynásobenú funkciu homogenity Hγ(x), poṕısanú nižšie v sekcii 2.3.2.1, s hranovým
detektorom g1(x) (2.10) zhlad́ıme konvolúciou s Gaussovou funkciou Gσ2 . Potreba prvého
expanzného člena vo vzorci (2.6) vzniká v pŕıpade, kedy by hrany boli pŕılǐs d’aleko od
počiatočnej polohy krivky. Krivka by sa nemusela k hrane vôbec prit’ahovat’ a hranový de-
tektor by nezabezpečil správnu segmentáciu. Krivka by tak bola riadená hlavne tret́ım, kri-
vostným členom poṕısaným v sekcii 2.3.3 čo by mohlo spôsobit’ neželané stiahnutie krivky do
bodu. Kedže pracujeme s množinou kriviek, pre každú uzavretú krivku definujeme funkciu
homogenity a aj vlastnú funkciu gγ2 (2.11), preto k funkcii pridávame horný index γ, ktorý
označuje pŕıslušnost’ k danej krivke. Definovanie funkcie gγ2 pre siet’ otvorených kriviek si
poṕı̌seme v sekcii 4.3.1.

2.3.2.1 Funkcia homogenity

Funkcia homogenity Hγ(x) určuje ako podobné sú intenzity vo vnútri počiatočnej krivky
γ0 a v bode x. Funkcia homogenity teda záviśı na zvolenej počiatočnej krivke. Ukážeme si
dva spôsoby definovania funkcie homogenity. V prvej defińıcii, vypoč́ıtame strednú hodnotu
intenzity ρ z hodnôt Iσ0 vo vnútri počiatočnej krivky a funkciu homogenity zadefinujeme ako

Hγ(x) =

{
1 ak Iσ0(x) ∈ (ρ− ϵρ, ρ+ ϵρ)

0 inak.
(2.12)

V našej práci použ́ıvame druhý spôsob defińıcie, kedy funkcia nadobúda rovnaké hodnoty,
avšak zmenia sa pŕıslušné podmienky. Vypoč́ıtame minimálnu intenzitu ρmin a maximálnu
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intenzitu ρmax z hodnôt Iσ0 vo vnútri počiatočnej krivky. Predpis funkcie homogenity je

Hγ(x) =

{
1 ak Iσ0(x) ∈ (ρmin − ϵ, ρmax + ϵ)

0 inak.
(2.13)

V oboch defińıciách parameter ϵ určuje, aký vel’ký bude rozsah tolerovaných intenźıt.

Vd’aka funkcii homogenity tak expandujeme krivku smerom k hranici. Zastavenie evolúcie
pri hrane zabezpeč́ıme vynásobeńım funkcie homogenity s hranovým detektorom. Následným
zhladeńım dostaneme výslednú funkciu g2, tak ako sme ju zadefinovali v (2.11).

Obr. 2.5: Vizualizácia funkcie hranového detektora g1(vl’avo) pre Iσ0 z obrázka 2.3, vpravo a funkcie
g2(vpravo) pre počiatočnú krivku z obrázka 2.7.

2.3.3 Krivostná regularizácia

Posledným členom je krivostný člen. Ako už z názvu vyplýva, úlohou tohoto členu je
regularizovat’ krivost’ a teda v miestach, kde je krivost’ vysoká, dôjde k zhladeniu krivky.
Funkcia k(u, t) vo vzorci (2.6) tak predstavuje znamienkovú krivost’ krivky. Vplyv tohoto
člena na vývoj krivky vieme taktiež menit’ pomocou parametra δ, pričom plat́ı, že č́ım je
hodnota väčšia, tým viac je krivka krivost’ou zhladzovaná.

2.4 Tangenciálna rýchlost’

Ako bolo spomenuté tangenciálna rýchlost’ nemeńı tvar krivky počas vývoja, avšak pri
numerickom výpočte nám pomôže pred́ıst’ singularitám a napomáha tak k stabilite nume-
rickej schémy. Pre vhodnú vol’bu tangenciálnej rýchlosti α(u, t) použ́ıvanej na tangenciálnu
redistribúciu čerpáme poznatky z článkov [9] a [11]. Počas segmentácie chceme dosiahnut’

asymptoticky rovnomerné rozdelenie bodov krivky, ktoré je dôležité pre algoritmy na topo-
logické zmeny, poṕısané v kapitole 4.

Ideme teda skúmat’ vzt’ah g
L , kde g = |∂uγ(u, t)| predstavuje lokálnu d́lžku krivky a L

celkovú, globálnu d́lžku krivky. Podl’a spomı́naného článku chceme, aby platilo

∂t

( g
L

)
= ω

(
1− g

L

)
, (2.14)

kde ω predstavuje tempo zrovnomerňovania bodov. Pre časovú deriváciu vystupujúcu na l’avej
strane rovnice (2.14) potrebujeme najprv vyjadrit’, čomu sa rovná ∂tg a ∂tL. Ďalej budeme
použ́ıvat’ označenia γ = γ(u, t),T = T(u, t),N = N(u, t), α = α(u, t), β = β(u, t). Začneme s
odvodeńım ∂tg

∂tg = ∂t|∂uγ| =
∂uγ

|∂uγ|
· ∂t(∂uγ). (2.15)
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Použijeme prirodzenú parametrizáciu krivky, z ktorej vyplýva vzt’ah ∂uγ = g∂sγ , kde g =
|∂uγ|. Dosadeńım tohto vzt’ahu a zámenou časovej a priestorovej derivácie d’alej dostaneme

∂tg =
g∂sγ

g
· ∂u(∂tγ). (2.16)

Aplikovańım (2.3) a prvej Frenetovej a Serretovej rovnice (2.27) výraz uprav́ıme na tvar

∂tg = T · ∂u(βN+ αT) = T · g∂s(βN+ αT) = T · g(∂sβN+ β∂sN+ ∂sαT+ α∂sT)

= T · g(∂sβN+ βkT+ ∂sαT+ αkN) = T · g((∂sβ + αk)N+ (βk + ∂sα)T)

= gkβ + g∂sα = gkβ + ∂uα.

(2.17)

Integráciou predchádzajúcej rovnice (2.17) źıskame vzorec pre vývoj globálnej d́lžky L

∂tL =

∫ 1

0
∂tg =

∫ 1

0
gkβdu+

∫ 1

0
∂uαdu

=

∫
γ
kβds+

∫ 1

0
∂uαdu = L ⟨kβ⟩+ α(1, t)− α(0, t),

(2.18)

kde ⟨kβ⟩ = 1
L

∫
γ kβds. Pre uzavretú krivku plat́ı, že α(0, t) = α(1, t). V pŕıpade siete otvo-

rených kriviek, to však neplat́ı. Hodnoty α(0, t) a α(1, t) treba samostatne vyjadrit’ pomocou
skalárneho súčinu, ktorý vieme interpretovat’ aj ako priemet, vektora ∂tγ v smere vývoja
daného bodu a jednotkového dotykového vektora T v danom bode (Obr.2.6). Hodnotu α(0, t)
vyjadŕıme v začiatočnom bode γ(0, t) krivky ako

α(0, t) = ∂tγ(0, t) ·T(0, t). (2.19)

Hodnotu α(1, t) vyjadŕıme v koncovom bode γ(1, t) krivky analogicky

α(1, t) = ∂tγ(1, t) ·T(1, t). (2.20)

Obr. 2.6: Vizualizácia vývoja krivky γ v bode γ(0, t), kde vid́ıme ako pomocou priemetu vektora
∂tγ(0, t) na dotykový vektor T(0, t) vieme źıskat’ tangenciálnu rýchlost’ α(0, t).

L’avú stranu rovnice (2.14) môžeme použit́ım (2.17) a (2.18) naṕısat’ v tvare

∂t

( g
L

)
=

(gkβ + ∂uα)L− g(L ⟨kβ⟩+ α(1, t)− α(0, t))

L2
. (2.21)

Pravú stranu ešte môžeme upravit’

∂t

( g
L

)
=

g

L

(
kβ + ∂sα− ⟨kβ⟩+

α(0, t)− α(1, t)

L

)
, (2.22)
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vd’aka čomu vieme rovnicu (2.14) preṕısat’ na tvar

g

L

(
kβ + ∂sα− ⟨kβ⟩+

α(0, t)− α(1, t)

L

)
= ω

(
1− g

L

)
. (2.23)

Z tejto rovnice źıskame vzt’ah pre tangenciálnu rýchlost’

∂sα = ω

(
L

g
− 1

)
+ ⟨kβ⟩ − kβ − α(0, t)− α(1, t)

L
. (2.24)

Ako sme spomı́nali vyššie, pre uzavreté krivky posledný člen tejto rovnice vypadne, pretože
α(0, t) = α(1, t).

2.5 Použitie Frenetových a Serretových rovńıc

Pred použit́ım Frenetových a Seretových rovńıc najprv zavedieme premennú w, pričom
β = w − δk , kde

w = (1− λ(t))gγ2 (γ)− λ(t)∇g1(γ) ·N. (2.25)

Vývoj krivky tak nadobudne tvar

∂tγ = (w − δk)N+ αT = wN− δkN+ αT. (2.26)

Frenetove a Serretove rovnice opisujú derivácie jednotkového dotykového a normálového
vektora a binormály, kde binormála je výsledkom vektorového súčinu vektora N a T. My
využijeme prvú Frenetovu a Serretovu rovnicu [7], ktorá je v tvare

dT

ds
= kN. (2.27)

Aplikovańım vzt’ahov (2.4) a (2.27) a použit́ım prirodzenej parametrizácie krivky môžeme
naṕısat’ výslednú diferenciálnu rovnicu vývoja pre krivku γ v tvare

∂tγ = w(∂sγ)
⊥ − δ(∂2

sγ) + α(∂sγ). (2.28)

Na obrázku 2.7 vid́ıme aplikáciu tohto modelu segmentácie pomocou uzavretej krivky.
Použili sme obraz Iσ0 (Obr. 2.3) s odtieňmi šedej. Do segmentovanej oblasti sme vložili
počiatočnú krivku γ0, označenú červenou farbou.

(a) Počiatočná krivka γ0.
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(b) Krivka γ počas vývoja.

(c) Krivka γ na konci vývoja v čase tf .

Obr. 2.7: Evolúcia krivky riadená vektorovým pol’om.
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Kapitola 3

Numerická diskretizácia

Pre numerické riešenie diferenciálnej rovnice (2.28) potrebujeme najprv diskretizovat’

krivku γ a následne vykonat’ priestorovú diskretizáciu, ktorú si oṕı̌seme v sekcii 3.2, a časovú
diskretizáciu, poṕısanú v sekcii 3.3. V sekcii 3.4 diskretizujeme aj výpočet normálovej a tan-
genciálnej rýchlosti. Nakoniec sa v sekcii 3.5 venujeme úprave numerickej schémy pre siet’

otvorených kriviek.

3.1 Diskretizácia krivky

Krivku γ diskretizujeme na množinu bodov γm0 , γm1 , ..., γmn , kde n predstavuje počet bodov
krivky v čase m. V práci budeme pracovat’ s uzavretými, ale aj s otvorenými krivkami, pričom
pre uzavretú krivku plat́ı γm0 = γmn , ako vid́ıme aj na obrázku 3.1, vl’avo.

Obr. 3.1: Vl’avo: Diskretizácia uzatvorenej krivky. Vpravo: Diskretizácia otvorenej krivky.

3.2 Priestorová diskretizácia

Pre priestorovú diskretizáciu použijeme metódu konečných objemov, ktorá pozostáva z
reprezentácie bodov krivky γ a z konečných objemov pi, ktoré sú dané hraničnými bodmi,
pi = [γi− 1

2
, γi+ 1

2
], tak ako vid́ıme aj na obrázku 3.2. Numerické riešenie je teda po častiach (na

konečných objemoch) konštantná funkcia. Integráciou rovnice (2.28) na objeme pi dostaneme

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

∂tγds =

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

w(∂sγ)
⊥ds−

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

δ∂2
sγds+

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

α∂sγds, (3.1)
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kde hodnoty w,α, δ považujeme za konštantné na konečnom objeme pi, preto ich označ́ıme
ako wi, αi, δi a vyjmeme spolu s hodnotou ∂tγi pred integrály, č́ım dostaneme

∂tγi

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

ds = wi

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

(∂sγ)
⊥ds− δi

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

∂2
sγds+ αi

∫ γ
i+1

2

γ
i− 1

2

∂sγds. (3.2)

Obr. 3.2: Vizualizácia konečných objemov na krivke γ.

Zadefinujeme hi = |γi − γi−1|. Mieru konečného objemu vieme vyjadrit’ ako

m(pi) =
hi + hi+1

2
. (3.3)

Ďalej na aproximáciu hraničných bodov konečného objemu použijeme

γi− 1
2
=

γi + γi−1

2
(3.4)

γi+ 1
2
=

γi+1 + γi
2

. (3.5)

Po použit́ı Newton-Leibnitzovho vzorca a vyjadreńım prvého integrálu v rovnici (3.2) pomo-
cou (3.3) dostaneme

∂tγi
hi + hi+1

2
= wi

(
γi+ 1

2
− γi− 1

2

)⊥
− δi

(
∂sγi+ 1

2
− ∂sγi− 1

2

)
+ αi

(
γi+ 1

2
− γi− 1

2

)
. (3.6)

Použit́ım centrálnej diferencie v tvare

∂sγi+ 1
2
=

γi+1 − γi
hi+1

(3.7)

∂sγi− 1
2
=

γi − γi−1

hi
. (3.8)

a aproximácíı (3.4) źıskame priestorovo diskretizovanú rovnicu

∂tγi
hi + hi+1

2
= wi

(
γi+1 − γi−1

2

)⊥
−δi

(
γi+1 − γi
hi+1

− γi − γi−1

hi

)
+αi

(
γi+1 − γi−1

2

)
. (3.9)

3.3 Časová diskretizácia

Pre časovú diskretizáciu si zadefinujeme d́lžku časového kroku τ . Časovú deriváciu apro-
ximujeme konečnou diferenciou

∂tγi =
γm+1
i − γmi

τ
. (3.10)

Ostatné členy v rovnici (3.9) budeme aproximovat’ v časovom kroku m. Aplikovańım (3.10)
môžeme rovnicu (3.9) preṕısat’

(γm+1
i − γmi )

τ

(hmi + hmi+1)

2
= wm

i

(
γmi+1 − γmi−1

2

)⊥
− δmi

(
γmi+1 − γmi

hmi+1

−
γmi − γmi−1

hmi

)
+ αm

i

(
γmi+1 − γmi−1

2

)
. (3.11)
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Vyjadreńım hodnoty γm+1
i tak źıskame explicitnú schému pre riešenie rovnice vývoja krivky

(2.28) v tvare

γm+1
i = γmi + τwm

i

(γmi+1 − γmi−1)
⊥

hmi + hmi+1

− δmi τ
2

hmi + hmi+1

(
γmi+1 − γmi

hmi+1

−
γmi − γmi−1

hmi

)
+ αm

i τ

(
γmi+1 − γmi−1

hmi + hmi+1

)
. (3.12)

3.4 Diskretizácia normálovej a tangenciálnej rýchlosti

V rovnici (3.12) ešte vystupuje hodnota αm
i , ktorá prislúcha tangenciálnej rýchlosti, a

hodnoty wm
i , δmi , prislúchajúce normálovej rýchlosti. Pre tieto hodnoty si taktiež potrebujeme

vyjadrit’ ich diskrétny tvar. Hodnotu wi vypoč́ıtame ako

wm
i = (1− λ(t))gγ2 (γ

m
i )− λ(t)∇g1(γmi ) ·Nm

i

= (1− λ(t))gγ2 (γ
m
i )− λ(t)∇g1(γmi ) ·

(γmi+1 − γmi−1)
⊥

hmi + hmi+1

.
(3.13)

Diskrétny tvar αm
i pozostáva z niekol’kých členov, ktoré si tiež samostatne diskretizujeme.

Pre i = 1, ..., n− 1 poč́ıtame αm
i ako

αm
i = αm

i−1 + hmi ⟨kmi βm
i ⟩ − hmi kmi βm

i + ω

(
Lm

n
− hmi

)
− αm

0 − αm
n

Lm
, (3.14)

kde kmi predstavuje krivost’, βm
i normálovú rýchlost’ a Lm d́lžku krivky v časovom kroku m.

Tieto hodnoty sú dané

kmi = sgn(hm
i−1 ∧ hm

i+1)
1

2hmi
arccos

(
hm
i−1 · hm

i+1

hmi−1h
m
i+1

)
, (3.15)

βm
i = −

δmi−1 + δmi
2

kmi +
wm
i−1 + wm

i

2
, (3.16)

⟨kmi βm
i ⟩ =

1

Lm

n∑
l=1

hml kml βm
l , (3.17)

Lm =
n∑

l=1

hml , (3.18)

kde hm
i = γmi −γmi−1 a h

m
i = |hm

i |. Hodnoty αm
0 a αm

n budeme poč́ıtat’ pomocou vzorcov (2.19) a
(2.20), ktoré taktiež prevedieme na diskrétny tvar. Po vývoji začiatočného bodu krivky, ktorý
popisujeme v sekcii 3.5.1 môžeme vypoč́ıtat’ hodnotu αm

0 , ktorá sa potom použ́ıva vo výpočte
tangenciálnej rýchlosti (3.14) pre ostatné body krivky. Hodnotu αm

0 vypoč́ıtame skalárnym
súčinom. Časovú deriváciu a jednotkový dotykový vektor v danom bode aproximujeme po-
mocou konečnej diferencie. Hodnotu αm

n vyjadŕıme analogicky, tiež až po výpočte koncového
bodu krivky, poṕısaného v sekcii 3.5.2. Tangenciálnu rýchlost’ v začiatočnom a koncovom
bode poč́ıtame v tvare

αm
0 =

(
γm+1
0 − γm0

τ

)
·
(
γm1 − γm0

hm1

)
. (3.19)

αn =

(
γm+1
n − γmn

τ

)
·
(
γmn−1 − γmn

hmn

)
. (3.20)
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3.5 Explicitná schéma pre siet’ otvorených kriviek

Pre uzatvorené krivky môžeme použ́ıvat’ výpočet explicitnej schémy, tak ako je naṕısaný
v (3.12). Pre siet’ otvorených kriviek treba explicitnú schému v začiatočných a koncových
bodoch otvorených kriviek upravit’. V schéme vystupuje člen γmi−1, ktorý by sme pre začiatočný
bod koncovej krivky nevedeli identifikovat’. Taktiež nevieme určit’ člen γmi+1 pre koncový bod
otvorenej krivky. Pre ostatné, vnútorné body otvorenej krivky môžeme použit’ explicitnú
schému v tvare (3.12). Poṕı̌sme si úpravu výpočtu najprv pre začiatočný bod a potom aj pre
koncový bod otvorenej krivky.

3.5.1 Úprava výpočtu pre začiatočný bod otvorenej krivky

Ako bolo spomenuté pre začiatočný bod γm+1
0 otvorenej krivky, by sme pri použit́ı ex-

plicitnej schémy (3.12) narazili na problém, aký bod zvolit’ za predošlý, teda za bod γmi−1.
Pre uzavreté krivky je to jednoduché, vtedy poč́ıtame s bodom γmn−1. Pri otvorených krivkách
využijeme siet’ kriviek a do úvahy budeme brat’ body zo susedných kriviek, ktoré majú totožné
koncové alebo začiatočné body so začiatočným bodov danej krivky. Ked’že pracujeme so siet’ou
kriviek, pridáme dolný index označujúci danú krivku. Ak má každá otvorená krivka práve dve
susedné krivky, potom K = 3 predstavuje celkový počet kriviek v rámci siete, to znamená
aktuálnu krivku a jej dve susedné krivky. Nech k ∈ 1, ...,K, potom γmk,i predstavuje i-ty bod
k-tej krivky v časovom kroku m. Pre lepšie znázornenie si pomôžeme aj obrázkom 3.3, kde
vid́ıme, že pre výpočet začiatočného bodu γm1,0 krivky γ1, budeme za pracovat’ s bodom γm2,n−1

zo susednej krivky γ2 a bodom γm3,1 zo susednej krivky γ3. Vo všeobecnosti vieme výpočet pre
nultý bod k-tej krivky v nasledujúcom časovom kroku vypoč́ıtat’ súčtom hodnoty v aktuálnom
časovom kroku (prvý člen pravej strany rovnice) a aproximácíı pomocou začiatočného bodu
a bodu susednej krivky (druhý a štvrtý člen pravej strany rovnice) a nakoniec aj bodov su-
sedných kriviek navzájom (tret́ı a piaty člen pravej strany rovnice). Rovnicu (3.12) uprav́ıme
na tvar

γm+1
k,0 = γmk,0 + τ

K∑
j=1
j ̸=k

w(k,k,j),(0,1,bj)

(γmk,1 − γmj,bj )
⊥

hm(k,j),(0,bj) + hmk,1

+ τ

K−1∑
c=1
c ̸=k

K∑
d=c+1
d ̸=k

w(k,c,d),(0,bc,bd)

(γmc,bc − γmd,bd)
⊥

hm(k,c),(0,bc) + hm(k,d),(0,bd)

− δm0 τ
K∑
j=1
j ̸=k

2

hm(k,j),(0,bj) + hmk,1

(
γmk,1 − γmk,0

hmk,1
−

γmk,0 − γmj,bj
hm(k,j),(0,bj)

)

− δm0 τ
K−1∑
c=1
c ̸=k

K∑
d=c+1
d ̸=k

2

hm(k,c),(0,bc) + hm(k,d),(0,bd)

(
γmc,bc − γmk,0
hm(k,c),(0,bc)

−
γmk,0 − γmd,bd
hm(k,d),(0,bd)

)
, (3.21)

kde bj je index bodu na krivke γj a nadobúda hodnoty

bj =

{
1 ak γmk,0 = γmj,0
n− 1 ak γmk,0 = γmj,n.

(3.22)

V tret’om a poslednom člene pravej strany rovnice pracujeme iba so susednými krivkami,
preto muśı platit’ c, d ̸= k a c ̸= d. Vzdialenost’ hm(k,j),(0,bj) (Obr. 3.3) meriame vždy medzi

začiatočným bodom aktuálnej krivky (0-tým bodom k-tej krivky) a bodom zo susednej krivky
(bj-tým bodom j-tej krivky)

hm(k,j),(0,bj) = |γ
m
k,0 − γmj,bj |. (3.23)

26



Hodnota w(k,c,d),(0,bc,bd) taktiež záviśı od viacerých kriviek, preto v tvare

w(k,c,d),(0,bc,bd) = (1− λm
0 )gγc2 (γmk,0)g

γd
2 (γmk,0)− λm

0 ∇g1(γmk,0) ·
(γmc,bc − γmd,bd)

⊥

hm(k,c),(0,bc) + hm(k,d),(0,bd)
. (3.24)

Je dôležité zdôraznit’, že na vývoj začiatočného a koncového bodu budú mat’ vplyv všetky
susedné krivky. Všimnime si, že pre tento bod nepredpisujeme v tangenciálnom smere žiadny
pohyb. Bod vyv́ıjame iba v normálovom smere, kombináciou až troch normál (Obr. 3.3).
Teda je možné, že výsledný pohyb bodu bude mat’ aj tangenciálnu zložku. Pre každú krivku
muśıme zabezpečit’ zhodnú orientáciu normál, č́ım dostaneme pre bod, v ktorom sa krivky
stretávajú rovnaký vývoj pre všetky krivky. V tomto bode teda zostávajú krivky totožné
počas celého vývoja.

Obr. 3.3: Začiatočný bod krivky γ1, totožný s koncovým bodom krivky γ2 a začiatočným bodom
krivky γ3. Označenie vzdialenost́ı je ṕısané pre výpočet začiatočného bodu krivky γ1.

3.5.2 Úprava výpočtu pre koncový bod otvorenej krivky

Pre koncový bod otvorenej krivky naopak dochádzka k problému v explicitnej schému v
tvare (3.12) s bodom γmi+1. Postup bude rovnaký ako aj pre začiatočný bod otvorenej krivky.
Pre koncový bod nepredpisujeme v tangenciálnom smere žiadny pohyb. Bod vyv́ıjame iba v
normálovom smere, pričom berieme do úvahy nasledujúce body zo všetkých susedných kriviek,
č́ım źıskame zachovanie totožnosti v koncovom bode počas celého vývoja kriviek. Koncový
bod v nasledujúcom časovom kroku taktiež poč́ıtame ako súčet hodnoty v aktuálnom časovom
kroku (prvý člen pravej strany rovnice) a aproximácíı pomocou začiatočného bodu a bodu
susednej krivky (druhý a štvrtý člen pravej strany rovnice) a nakoniec aj susedných bodov
navzájom (tret́ı a piaty člen pravej strany rovnice). Opät’ je potrebné zabezpečit’ zhodnú
orientáciu normál, č́ım bude vývoj tohto bodu pre všetky krivky, ktoré sa v ňom stretávajú,
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rovnaký. Výpočet pre koncový n-tý bod k-tej krivky, kde k = 1, 2, ...,K uprav́ıme na tvar

γm+1
k,n = γmk,n + τ

K∑
j=1
j ̸=k

w(k,j,k),(n,bj ,n−1)

(γmj,bj − γmk,n−1)
⊥

hmk,n + hm(k,j),(n,bj)

+ τ
K−1∑
c=1
c ̸=k

K∑
d=c+1
d ̸=k

w(k,c,d),(n,bc,bd)

(γmc,bc − γmd,bd)
⊥

hm(k,c),(n,bc) + hm(k,d),(n,bd)

− δmn τ
K∑
j=1
j ̸=k

2

hmk,n + hm(k,j),(n,bj)

(
γmj,bj − γmk,n

hm(k,j),(n,bj)
−

γmk,n − γmk,n−1

hmk,n

)

− δmn τ
K−1∑
c=1
c ̸=k

K∑
d=c+1
d̸=k

2

hm(k,c),(n,bc) + hm(k,d),(n,bd)

(
γmc,bd − γmk,n
hm(k,c),(n,bc)

−
γmk,n − γmd,bd
hm(k,d),(n,bd)

)
, (3.25)

kde pre bj plat́ı

bj =

{
1 ak γmk,n = γmj,0
n− 1 ak γmk,n = γmj,n,

(3.26)

Vzdialenost’ hm(k,j),(n,bj) (Obr. 3.4) meriame vždy medzi koncovým bodom aktuálnej krivky

(n-tým bodom k-tej krivky) a bodom zo susednej krivky (bj-tým bodom j-tej krivky)

hm(k,j),(n,bj) = |γ
m
k,n − γmj,bj |. (3.27)

Hodnotu w(k,c,d),(n,bc,bd) vypoč́ıtame pomocou predpisu

w(k,c,d),(n,bc,bd) = (1− λm
n )gγc2 (γmk,n)g

γd
2 (γmk,n)− λm

n ∇g1(γmk,n) ·
(γmc,bc − γmd,bd)

⊥

hm(k,c),(n,bc) + hm(k,d),(n,bd)
. (3.28)

Obr. 3.4: Začiatočný bod krivky γ1, totožný s koncovým bodom krivky γ2 a začiatočným bodom
krivky γ3. Označenie vzdialenost́ı je ṕısané pre výpočet koncového bodu krivky γ2.
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Kapitola 4

Topologické zmeny

Počas vývoja kriviek sa môže stat’, že sa krivky stretnú, inak povedané narazia do seba.
Bez ošetrenia tejto situácie by krivky mohli vo vývoji pokračovat’, až by sa pretli. V takom
pŕıpade by mohol jeden pixel patrit’ do viacerých oblast́ı. V našom pŕıpade, ale chceme hranicu
medzi oblast’ami jednoznačne určit’, preto potrebujeme tento stret kriviek ošetrit’ a muśı dôjst’

k topologickým zmenám na krivkách. Budeme vychádzat’ už z existujúcich algoritmov, pre
spájanie a rozdel’ovanie kriviek, pričom budeme využ́ıvat’ poznatky z článku [1] and [2].

Topologické zmeny zhrnieme do troch hlavných algoritmov. Prvým algoritmom, ktorý
si predstav́ıme v sekcii 4.1 bude pridávanie a odoberanie bodov pre zaistenie rovnomernej
vzdialenosti medzi jednotlivými bodmi. Druhým algoritmom poṕısaným v sekcii 4.2 vyriešime
situáciu, kedy do seba narazia body tej istej krivky, napŕıklad v situácii, kedy krivka obchádza
oblast’ vo vnútri segmentovanej oblasti. V situácii, kedy do seba narazia body rôznych kriviek
dôjde k vzniku siete kriviek, ktorý si poṕı̌seme v sekcii 4.3.

Pri nasledujúcich algoritmoch vynecháme označenie časového kroku m, ked’že deteku-
jeme topologické zmeny pred každým časovým krokom vývoja. Budeme použ́ıvat’ rovnaké
označenie, ako je uvedené aj v zdroji [1]. Zavedie si premennú NC pre počet uzavretých a
rodičovských kriviek. Počet bodov j−tej krivky označ́ıme ako nj .

4.1 Pridávanie a odoberanie bodov

Hlavnou úlohou tohto algoritmu je pridat’ body medzi body krivky, ktoré sú od seba
pŕılǐs vzdialené a naopak odobrat’ body ak sú pŕılǐs bĺızko. Vd’aka tomuto algoritmu tak za-
bezpeč́ıme približne rovnaké vzdialenosti susedných bodov krivky. Následne sa počas vývoja
tieto body vd’aka vhodnej tangenciálnej rýchlosti asymptoticky rovnomerne redistribujú. Al-
goritmus pridávania a odoberania bodov je potrebný pre správne fungovanie algoritmov na
topologické zmeny. Na úvod si zvoĺıme požadovanú vzdialenost’ segmentu hd medzi susednými
bodmi. Budeme prechádzat’ všetkými bodmi krivky a vždy vypoč́ıtame vzdialenost’ každého
segmentu hi a pripoč́ıtame k premennej Ldif = hi − hd. Po každom pripoč́ıtańı skontrolu-
jeme, či je hodnota premennej Ldif väčšia ako nami požadovaná vzdialenost’ segmentu hd.
Ak je väčšia dôjde k pridaniu alebo ak je menšia k odoberaniu bodov, podl’a algoritmu 1.
V algoritme použ́ıvame funkcie na nájdenie najdlhšieho a najkratšieho segmentu. Na vstup
dostanú indexy dvoch bodov a na na úseku danom týmito bodmi každá funkcia vráti index
najdlhšieho, pŕıpadne najkratšieho segmentu. Vo funkcii AddPoints(N, l) potom pridáme N
bodov, do l-tého segmentu krivky a vo funkcii DeletePoints(s) vymažeme body na s-tom
segmente krivky.
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Algorithm 1 Pridávanie a odoberanie bodov

k ← 0
i← 0
Ldif ← 0
for i← 1 to nj do

Ldif (i, k)← Ldif (i, k) + hi − hd
if |Ldif (i, k)| > hd then

if Ldif (i, k) > 0 then
l← LongestSegment(k, i)
N ← floor(Ldif (i, k)/hd)
AddPoints(N, l)
Ldif (i, k)← Ldif (i, k)−Nhd
k ← i

else
s← ShortestSegment(k, i)
DeletePoints(s)
Ldif (i, k)← Ldif (i, k) + hd
k ← i

end if
end if

end for

4.2 Delenie kriviek

Algoritmom 2 ošetŕıme situácie, kedy do seba narazia body rovnakej krivky, napŕıklad v
situácii, kedy krivka obchádza oblast’ vo vnútri segmentovanej oblasti. Algoritmus je užitočný
pri nehomogénnych oblastiach, kedy je potrebné úsek medzi bodmi krivky, ktoré sa stretli
oddelit’, pŕıpadne vymazat’, aby sme predǐsli jej zauzleniu. Vytvoŕıme maticu P , ktorá pred-
stavuje množinu pixelov obrazu Iσ0 . Matica má teda vel’kost’ obrazu Iσ0 . Hodnota P [γj,i]
predstavuje súradnice pixelu, do ktorého patŕı bod γj,i. Na začiatku algoritmu si pixely, v
ktorých ležia body danej kriviek nastav́ıme na 0. Následne opät’ prejdeme všetkými bodmi
krivky, pričom ak je hodnota P [γj,i] rovná nule, znamená to, že tento pixel prechádzame po
prvýkrát a zaṕı̌seme sem index bodu danej krivky. Ak sa však hodnota P [γj,i] nerovná nule,
znamená to, že iný bod tejto krivky sa vyskytuje v rovnakom pixely. Máme teda dva indexy
bodov s1, s2 jednej krivky ktoré sa stretli v rovnakom pixely. Ak je rozdiel indexov bodov
väčš́ı ako 2, body, ktoré sa nachádzajú medzi bodmi s indexami s1, s2 odstránime pomo-
cou funkcie RemovePoints(j, s1, s2). Modifikáciou tohto algoritmu 2, ktorú však v tejto práci
nepouž́ıvame, by bolo vytvorenie novej krivky, ktorá by bola týmito odstránenými bodmi
definovaná.

30



Algorithm 2 Delenie krivky

for j ← 1 to NC do
for i← 1 to nj do

P [γj,i] ← 0
end for
for i← 1 to nj do

if P [γj,i] = 0 then
P [γj,i] ← i

else
if i− P [γj,i] > 2 then

s1 ← i
s2 ← P [γj,i]
RemovePoints(j, s1, s2)
j −−
break

end if
end if

end for
end for

4.3 Vytvorenie siete kriviek

Majme dve krivky, ktoré sa súčasne vyv́ıjajú. Počas vývoja sa môže stat’, že krivky na
seba narazia, inak povedané stretnú sa v jednom pixeli. Situácia, kedy nájdeme aspoň dve
dvojice rôznych bodov (jeden bod z jednej krivky, druhý bod z druhej krivky), pre nás signali-
zuje detekciu nastávajúcej topologickej zmeny, konkrétne vznik siete kriviek. To znamená, že
muśı vzniknút’ nová krivka na rozhrańı medzi dvomi pôvodnými krivkami a pôvodné krivky v
mieste tohto rozhrania preruš́ıme. Novo vzniknutú krivku na rozhrańı budeme d’alej označovat’

ako hraničnú krivku. Krivky, ktoré sa počas vývoja stretli označ́ıme ako rodičovské pre novo-
vzniknutú hraničnú krivku. Algoritmus 3 vytvorený pre vznik siete kriviek si môžeme rozdelit’

na dve časti. Prvou bude vznik hraničnej krivky (sekcia 4.3.1) a druhou úprava rodičovských
kriviek (4.3.2), teda kriviek ktoré sa počas vývoja stretli.

Algorithm 3 Vytvorenie siete kriviek

if NC > 1 then
SetAuxiliaryP()
for j ← 2 to NC do

FindMarginalPoints(j)
if numberOfMarginalPoints >= 2 then

CreateBoundaryCurve(boundaryPoints)
EditParentCurves(c1, c2)

end if
end for

end if

Na začiatku algoritmu 3 si nastav́ıme hodnoty matice P (Algoritmus 4). Prejdeme cez
všetky krivky okrem prvej, a cez všetky body týchto kriviek. Pixely, v ktorých ležia body
kriviek nastav́ıme na P [γj,i] = 0. Následne hodnoty P [γ1,i] nastav́ıme na 1, čiže v pixeloch,
kde lež́ı prvá krivka nastav́ıme hodnotu jej indexu.
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Algorithm 4 Nastavenie matice P

procedure SetAuxiliaryP
for j ← 2 to NC do

for i← 1 to nj do
P [γj,i] ← 0

end for
end for
for i← 1 to n1 do

P [γ1,i] ← 1
end for

end procedure

V algoritme 5 budeme prechádzat’ cez body j-tej krivky a kontrolovat’, či P [γj,i] = 0. Ak
áno, znamená to, že sme doposial’ nenašli bod, ktorý by sa nachádzal v tomto pixeli, preto
hodnotu P [γj,i] preṕı̌seme na index aktuálnej krivky. Ak však hodnota P [γj,i] nie je rovná nule
a ani indexu aktuálnej krivky, znamená to, že v tomto pixeli už je bod inej krivky. Źıskame
tak dva indexy kriviek c1, c2, ktoré sa stretli v jednom pixeli, a indexy prislúchajúcich bodov,
ktoré označ́ıme ako m1 a m2.

Algorithm 5 Nájdenie bodov kriviek, ktoré sú v rovnakých pixeloch

procedure FindMarginalPoints(j)
for i← 1 to nj do

if P [γj,i] = 0 then
P [γ1,i] ← j

else
if P [γj,i] < j then

c1 ← P [γj,i]
c2 ← j
m2 ← i
P [γj,i] ← −1
for k ← 1 to nc1 do

if P [γc1,k] = −1 then
m1 ← k
P [γj,i] ← c1

end if
end for
CreateBoundaryPoint(γc1,m1 , γc2,m2)
rangec1 , rangec2 ← SaveParentIndices(m1,m2)

end if
end if

end for
end procedure

4.3.1 Vznik hraničnej krivky

Situáciu kedy dôjde k vzniku hraničnej krivky si ilustrujeme aj na obrázku 4.1. Z obrázka
vid́ıme, že v jednom pixeli sa stretli body γ1,i a γ2,i a v susednom pixeli sa stretli body
γ1,i+1 a γ2,i−1. Krivky γ1 a γ2 označ́ıme za rodičovské krivky. Body hraničnej krivky źıskame
vypoč́ıtańım priemeru dvoj́ıc bodov, ktoré sa stretli v jednom pixeli (Algoritmus 6). Hraničná
krivka má teda v čase svojho vzniku aspoň dva body źıskané priemermi z jej rodičovských
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kriviek. Ak má hraničná krivka iba 2 body, pridáme jej ešte jeden bod (Obr.4.2), ktorý bude
priemerom už jej existujúcich bodov. Tento bod pridávame pre budúce použ́ıvanie niektorých
algoritmov, kedy potrebujeme krivky s aspoň tromi bodmi. Takúto hraničnú krivku (Obr.4.2)
určenú aspoň troma bodmi máme pripravenú na vývoj v rámci siete kriviek pomocou expli-
citnej schémy poṕısanej v sekcii 3.5.

Obr. 4.1: Ukážka, kedy je splnená podmienka pre vznik novej, hraničnej krivky.

Obr. 4.2: Vznik novej krivky, stretnut́ım rodičovských kriviek γ1 a γ2, vznikla nová hraničná krivka
γ3.

Pri vzniku novej, hraničnej krivky, ktorá je otvorená treba vytvorit’ aj prislúchajúcu fun-
kciu gγ2 (x), ktorej defińıciu pre uzavreté krivky sme oṕısali v sekcii 2.3.2. Pre rodičovské
krivky, ktoré boli pôvodne uzavreté sa hodnoty funkcie gγ2 (x) nemenia, otvorená krivka teda
zded́ı tieto hodnoty od jej pôvodnej uzavretej krivky. Pre hraničnú krivku funkcia gγ2 (x)
vznikne násobkom pŕıslušných funkcíı rodičovských kriviek. V našom ilustračnom pŕıklade
teda plat́ı, že gγ32 (x) = gγ12 (x)gγ22 (x).
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Algorithm 6 Vytváranie bodov hraničnej krivky

procedure CreateBoundaryPoint(γc1,m1 , γc2,m2)
np ← (γc1,m1 + γc2,m2)/2
boundaryPoints.append(np)

end procedure

Po nájdeńı aspoň dvoch hraničných bodov pokračuje v algoritme 3 funkciou na vytvorenie
hraničnej krivky. V tejto funkcii skontrolujeme či je počet bodov hraničnej krivky rovný dvom,
ak áno, krivku doplńıme aj tret́ım bodom. Po vytvoreńı hraničnej krivky treba ešte upravit’

pŕıslušné rodičovské krivky.

4.3.2 Úprava rodičovských kriviek

Za rodičovské krivky považujeme dve uzavreté krivky, ktoré sa stretli v dvoch rôznych
pixeloch, č́ım zapŕıčinili vznik novej, hraničnej krivky. Po vzniku hraničnej krivky muśıme
tieto krivky upravit’. Pre každú rodičovskú krivku odstránime všetky body od prvého bodu,
v ktorom sa rodičovské krivky stretli až po posledný nájdený bod spoločný bod. Dôležité je
zanechat’ orientáciu krivky (uzatvorená krivka je parametrizovaná v protismere hodinových
ručičiek). Po tomto kroku muśıme ešte každej rodičovskej krivke pridat’ začiatočný alebo
koncový bod hraničnej krivky, vd’aka čomu budú krivky v týchto bodoch totožné, pozri obr.
4.3. Vzniknú nám tak dve otvorené krivky, ktoré spolu s hraničnou krivkou tvoria siet’.

Obr. 4.3: Úprava rodičovských kriviek γ1 a γ2.

V algoritme 5 sme pomocou funkcie SaveParentIndices(m1,m2) pre krivku s indexom
c1 určili najmenšiu a najväčšiu hodnotu z pomedzi všetkých indexov m1 a tieto dve hod-
noty uložili do premennej rangec1 . Pre krivku s indexom c2 taktiež urč́ıme najmenšiu a
najväčšiu hodnotu z pomedzi všetkých indexov m2 a tieto dve hodnoty ulož́ıme do premen-
nej rangec2 . Premenné rangec1 , rangec2 d’alej použijeme vo funkcii na úpravu rodičovských
kriviek (Algoritmus 7) na odstránenie bodov tvoriacich rozhranie (Algoritmus 8). V algo-
ritme 8 je potrebné odstránit’ body tak, aby bola zachovaná orientácia krivky. Po odstráneńı
bodov je posledným krokom napojenie rodičovských kriviek na hraničnú krivku pridańım jej
začiatočného a koncového bodu na začiatok a koniec rodičovskej krivky, podl’a algoritmu 9.
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Porovnańım vzdialenosti začiatočného bodu hraničnej krivky a začiatočného bodu už otvore-
nej rodičovskej krivky zist́ıme, ktorý bod treba pridat’ na začiatok a ktorý bod treba pridat’

na koniec danej krivky.

Algorithm 7 Úprava rodičovských kriviek

procedure EditParentCurves(c1, c2)
RemovePoints(rangec1)
RemovePoints(rangec2)
AddBoundarypoints(c1)
AddBoundarypoints(c2)

end procedure

Algorithm 8 Odstránenie bodov rodičovských kriviek na rozhrańı

procedure RemovePoints(rangec)
▷ rangec[0] - minimálny index, rangec[1] - maximálny index

nb← rangec[1]− rangec[0]
if nb < γc.size()− nb then

curveEnd← γc[0, rangec[0])
γc.erase(0, rangec[1])
γc.append(curveEnd)

else
γc.erase(rangec[1], γ.end())
γc.erase(γ.begin(), rangec[0])

end if
end procedure

Algorithm 9 Pridanie bodov hraničnej krivky

procedure AddBoundaryPoints(c)
▷ Funkcia insert() pridá bod na začiatok krivky, a append() pridá bod na koniec krivky.
if distance(boundaryPoints.first(), γc.first()) <

distance(boundaryPoints.last(), γc.first()) then
γc.insert(boundaryPoints.first())
γc.append(boundaryPoints.last())

else
γc.insert(boundaryPoints.last())
γc.append(boundaryPoints.first())

end if
end procedure
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Kapitola 5

Numerické experimenty

Ako bolo už v úvode spomenuté, budeme použ́ıvat’ reálne dáta źıskané zo satelitu mi-
sie Sentinel-2 1.2. Pracovat’ budeme so zeleným kanálom (B3), ktorý je najvhodneǰśı pre
rozlǐsovanie vegetácie a taktiež má najlepšie rozĺı̌senie (10m). V tejto kapitole si pre overe-
nie funkčnosti algoritmov ukážeme niekol’ko numerických experimentov. Naš́ım ciel’om bude
jednoznačne určit’ hranicu medzi jednotlivými oblast’ami. Najskôr si v sekcii 5.1 ukážeme seg-
mentáciu viacerých oblast́ı pomocou uzavretých kriviek a segmentáciou rovnakých oblast́ı,
avšak pomocou siete kriviek. V sekcii 5.2 si následne ukážeme niekol’ko d’aľśıch experimentov
upraveného modelu segmentácie.

5.1 Segmentácia pomocou uzavretých kriviek a siete kriviek

Pri prvom experimente na segmentáciu použ́ıvame uzavreté krivky. Prvým krokom je
umiestnenie počiatočných kriviek do oblast́ı, ktoré chceme segmentovat’. V našom experimente
sme vybrali tri oblasti a teda aj tri prislúchajúce krivky. Zvolili sme parametre segmentácie
σ0 = 0.5, ζ = 500, δ = 0.3, λ = 0.5.

Obr. 5.1: Vývoj kriviek. Hore: Počiatočné krivky. Dole: Krivky v poslednom časovom kroku vývoja.
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Z obrázka 5.1 vid́ıme, že medzi oblast’ami označenými červenou a modrou farbou by
mala byt’ určená hranicu, ked’že tieto oblasti sú si susedné. Preto sa v d’aľsom experimente
zameriame na vývoj týchto dvoch uzavretých kriviek, ktoré stretnut́ım na hranici vytvoria
hraničnú krivku a d’alej sa budú v sieti kriviek vyv́ıjat’ ako otvorené krivky. Postupný vývoj
si ukážeme na obrázku 5.2.

Obr. 5.2: Vývoj kriviek, kde zelená krivka predstavuje hranicu medzi segmentovanými oblast’ami.

Z obrázku 5.2 vid́ıme, že na začiatku vyv́ıjame uzatvorené krivky, pričom pri stretnut́ı
vzniká nová, hraničná krivka a následne sa všetky tri krivky vyv́ıjajú už ako otvorené krivky.
Na konci vývoja tak źıskame jednoznačne určenú hranicu označenú zelenou farbou medzi
dvoma oblast’ami, označenými červenou a modrou farbou. Všimnime si, že počas celého vývoja
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sú krivky v sieti prepojené pomocou ich začiatočných a koncových bodov. Na obrázku 5.3
vid́ıme, že segmentáciou pomocou uzavretých kriviek nevieme jednoznačne určit’ hranicu ob-
last́ı, čo sa pomocou nášho modelu podarilo.

Obr. 5.3: Pribĺıženie na hranicu oblast́ı. Vl’avo: Vývoj na hranici pomocou uzavretých kriviek. Vpravo:
Vývoj pomocou siete kriviek, č́ım na hranici vznikla jedna hraničná krivka.

5.2 Definovanie hranice medzi segmentovanými oblast’ami

V tejto sekcii si ukážeme d’aľsie experimenty, v ktorých sa nám úspešne podarilo určit’

hranicu medzi jednotlivými oblast’ami. Pre tieto experimenty sme opät’ zvolili parametre
segmentácie σ0 = 0.5, ζ = 500, δ = 0.3, λ = 0.5. Počiatočné krivky sú označené červenou a
modrou farbou. Zelená krivka v každom z týchto experimentov predstavuje hraničnú krivku
segmentovaných oblast́ı.

Obr. 5.4: Evolúcia kriviek, kde zelená krivka predstavuje hranicu medzi segmentovanými oblast’ami.
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Obr. 5.5: Evolúcia kriviek.

Obr. 5.6: Evolúcia kriviek. Hore: Počiatočné krivky. Dole: Krivky v poslednom časovom kroku vývoja.
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Kapitola 6

Záver

V práci sme sa venovali modifikácii a rozš́ıreniu modelu automatickej segmentácie, vychá-
dzajúceho z článku [8]. Naš́ım hlavným ciel’om bolo segmentácia viacerých oblast́ı pomocou
siete rovinných kriviek s možnost’ou vytvorenia jednoznačne určenej hranice medzi segmen-
tovanými oblast’ami.

Modifikácie modelu sme implementovali v jazyku C++. Na vizualizáciu sme použ́ıvali
aj softvér Wolfram Mathematica. Podarilo sa nám úspešne vytvorit’ siet’ otvorených kriviek
a jednoznačne určit’ hranicu medzi segmentovanými oblast’ami, čo sme v poslednej kapitole
potvrdili niekol’kými numerickými experimentami.

Napriek uspokojivým výsledkom, by bolo pŕınosné sa v budúcnosti zamerat’ na ladenia pa-
rametrov použitých na segmentáciu pre zistenie ich optimálnych hodnôt. Priestor na zlepšenie
je taktiež aj pri riešeńı rovnice vývoja krivky. V našom modeli použ́ıvame explicitnú schému,
ktorej významným nedostatkom je nestabilita v pŕıpade nevhodne zvoleného časového kroku.
Vylepšeńım by teda bolo použitie stabilneǰśıch metód, napr. implicitnej schémy.
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