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Abstrakt

Práca sa bude zaoberat’ rekonštrukciou viacfázového interfejsu pomocou vzdia-
lenostnej funkcie bez znamienka. Navrhneme presneǰśı výpočet vzdialenostnej
funkcie na zlepšenie výsledku rekonštrukcie interfejsu. Rekonštrukciu aplikujeme
na pohybujúci sa interfejs, pohybom riadiacim sa rovnicou lineárnej advekcie na
riešenie ktorej použijeme plne explicitnú numerickú schému.

Abstract

This work will deal with multiphase interface reconstruction using unsigned dis-
tance function. We propose more accurate numerical solution of distance func-
tion in order to improve the interface reconstruction results. We also reconstruct
a moving interface where the movement is determined by linear advection equ-
ation which we solve by fully explicit numerical scheme.
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1 Úvod

Práca je motivovaná riešeńım problematiky rekonštrukcie hranice viacfázových
rozhrańı zo vzdialenostnej funkcie bez znamienka. Viacfázové rozhrania tzv. in-
terfejsy sa vyskytujú v pŕırode ako napr. zrná v poly-kryštalickom materiáli
alebo bunky rybičky Danio pruhované [8] a taktiež napr. v aplikáciach na úlohy
toku a transportu v pórovitom prostred́ı [9]. V práci budeme pracovat’ so vzdiale-
nostnou funkciou bez znamienka k hranici objektu, ktorý budeme rekonštruovat’

pomocou metódy VIIM [3] a na zlepšenie výsledkov rekonštrukcie navrhneme
presneǰśı výpočet numerickej schémy druhého rádu s využit́ım extrapolácie [1] a
konečných diferencíı druhého rádu [5]. Taktiež sa v práci zaoberáme pohybom
level set funkcie riadiacim sa lineárnou rovnicou advekcie a sledovańım pohy-
bujúceho sa viacfázového rozhrania. Lineárnu rovnicu advekcie riešime pomocou
plne explicitnej numerickej schémy druhého rádu [7] a navrhneme iný pŕıstup
na výpočet hodnôt indikačnej funkcie určujúcej fázy viacfázového rozhrania ako
v [3].
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2 Level set metódy

Level set (úrovňové množiny) metódy sa využ́ıvajú na sledovanie evolúcie tzv.
interfejsu (rozhrania) pohybujúceho sa relat́ıvne komplikovaným spôsobom. V
level set metódach je interfejs Γ = Γ(t), tak že Γ(t) : [0,∞)→ RN , reprezento-
vaný ako nulová čiara (nulová úrovňová množina) v čase t ≥ 0 nejakej level set
funkcie s dimenziou vyššieho rádu ako Γ. Pre naše účely zvoĺıme N = 2 a naša
oblast’ bude fixovaná štvorcová oblast’ Ω ⊂ R2. Pod-oblast’ ohraničenú interfej-
som Γ označ́ıme ΩΓ, pričom Γ ≡ ∂ΩΓ . Rovnica podl’a ktorej sa bude pohybovat’

náš interfejs daný implicitne ako nulová hodnota level set funkcie bude lineárna
rovnica advekcie s externe zadaným rýchlostným vektorovým pol’om

∂tφ(x, y, t) +
−→
W (x, y) · ∇φ(x, y, t) = 0, φ(x, y, 0) = φ0(x, y), (1)

kde φ(x, y, t) predstavuje vyvýjajúcu sa v čase level set funkciu a
−→
W (x, y) =

(U(x, y), V (x, y)) predstavuje rýchlostné vektorové pole.

2.1 Vzdialenostná funkcia

Na nájdenie level set funkcie, napr. v čase t = 0 využijeme bezznamienkovú
vzdialenostnú funkciu d = d(x) ≥ 0 k interfejsu Γ, ktorú źıskame vyriešeńım
tzv. eikonalovej rovnice [3, 6, 8],

|∇d(x)| = 1 , x ∈ D , d(x) = 0 , x ∈ Γ. (2)

Vzdialenostná funkcia d nemá dobre definovaný gradient v bodoch interfejsu Γ,
čo môže spôsobovat’ značné problémy v numerických metódach sledujúcich po-
lohu interfejsu pomocou level set metódy. Z týchto dôvodov sa preferuje použ́ıvat’

znamienkovú vzdialenostnú funkciu, definovanú ako

d(x) < 0, x ∈ ΩΓ

d(x) > 0, x ∈ Ω/ΩΓ

d(x) = 0, x ∈ Γ .

Vzdialenostnú funkciu so znamienkom môžeme použit’ v pŕıpade,že interfejs Γ
rozdel’uje výpočtovú oblast’ Ω ⊂ R2 na dve disjunktné podmnožiny, tak že Ω =
Ω1 ∪ Ω2 a znamienko vzdialenostnej funkcie d jednoznačne identifikuje tieto
podmnožiny resp. fázy.

Ako pŕıklad uvedieme exaktnú vzdialenostnú funkciu ku interfejsu Γ v tvare
krúžku s polomerom rovným 0.25 a stredom v bode (0.5, 0.5), ktorá ma tvar
d(x, y) =

√
(x− 0.5)2 − (y − 0.5)2 − 0.25 , kde (x, y) ∈ Ω a je znázornená na

Obrázku 1.
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(a) Interfejs Γ v tvare krúžku a vzdialenostná funkcia k takémuto
interfejsu

Obr. 1

Pre interfejs Γ, ktorý rozdel’uje oblast’ Ω ⊂ R2 na viac ako dve pod-oblasti,
tak že,

Ω =

p⋃
i=1

Ωi, p ≥ 2,

znamienko vzdialenostnej funkcie už nie je postačujúci identifikátor na určenie
fázy. Z tohto dôvodu budeme v našej práci použ́ıvat’ bezznamienkovú vzdiale-
nostnú funkciu, aby sme mohli identifikovat’ interfejs, ktorý oddel’uje viaceré
fázy. Na jednoznačné určenie fázy v každom bode x ∈ Ω si zavedieme in-
dikačnú funkciu χ = χ(x) [3], ktorá každému bodu x 6∈ Γ, x ∈ Ωi prirad́ı
index prislúchajúcej fázy i. Ak x ∈ Γ tak pre jednoduchost’ prirad́ıme takémuto
bodu fázu v susediacom bode s vyššou hodnotou indexu i [3].

Defińıcia 1. Trojný bod budeme nazývat’ bod xt ktorého aspoň dva susediace
body x1 a x2 nadobúdajú také hodnoty indikačnej funkcie, že plat́ı

χ(x) 6= χ(x1) & χ(x) 6= χ(x2) & χ(x1) 6= χ(x2).

Pre názornost’ uvedieme na Obrázku 2 pŕıklad interfejsu deliaceho oblast’ na
3 fázy, χ(x) = p ∈ {1, 2, 3}, x ∈ Ω, kde je vidno pŕıtomnost’ tzv. trojného bodu.

Tento interfejs je určený tromi polpriamkami so spoločným začiatočným
bodom. Takýto interfejs budeme v práci vol’ne nazývat’ ako interfejs v tvare
ṕısmena Y .
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(a) Interface Y

(b) Vzdialenostná funkcia k interfejsu Y

Obr. 2

3 Rekonštrukcia interfejsu

V tejto časti sa budeme zaoberat’ problémom zobrazenia interfejsu daného im-
plicitne ako nulová čiara bezznamienkovej vzdialenostnej funkcie. Pre názornost’

budeme použ́ıvat’ interfejs v tvare ṕısmena Y . Pri numerickom riešeńı budeme
typicky pracovat’ s funkciami, ktoré budú dané len v bodoch štvorčekovej siete.
Napŕıklad ak budeme mat’ danú začiatočnú funkciu, tak numerická metóda ty-
picky využije túto funkciu len v bodoch siete.

3.1 Štandardná lineárna interpolácia

Ak by sme mali iba bezznamienkovú vzdialenostnú funkciu bez indikačnej fun-
kcie χ určujúcu fázy, nedokázali by sme štandardnou lineárnou interpoláciou
zrekonštruovat’ nulovú množinu vzdialenostnej funkcie d. Pri numerickom riešeńı
rob́ıme štandardnú lineárnu interpoláciu využit́ım hodnôt v bodoch siete.

Z tohoto dôvodu štandardné nástroje vizualizácie napr. v Matlabe nevedia
zobrazit’ nulovú čiaru takejto funkcie. Pre názornost’ vid’. Obrázok 3, na ktorom
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vidno kontúry minimálnej hodnoty a to 0.005, ktorú dokázal softvér Matlab
zobrazit’.

(a) Zobrazenie kontúry s hodnotou 0.005 štandardnou lineárnou
interpoláciou

Obr. 3

Vd’aka indikačnej funkcii χ dokážeme interfejs Γ zrekonštruovat’ po častiach
aj pomocou lineárnej interpolácie. Takto zrekonštruovaný interfejs budeme značit’

ΓL.
Čast’ interfejsu, zrekonštruovanú medzi oblast’ou Ωi a Ωj pomocou lineárnej

interpolácie, budeme značit’ ΓL,ij . Pre interfejs v tvare ṕısmena Y s tromi fázami
budeme mat’ ΓL = ΓL,12

⋃
ΓL,13

⋃
ΓL,23.

Pomocou indikačnej funkcie vieme oblast’ Ω rozdelit’ na dve pod-oblasti, kon-
krétne pod-oblast’ Ωi, kde χ(x) = i a d(x) = |d(x)|, pre x ∈ Ωi a oblast’ Ωj ,
kde χ(x) = j a d(x) = −|d(x)|, pre x ∈ Ωj a i 6= j a následne použit’ štandardnú
lineárnu interpoláciu v bodoch siete na stykoch fáz i a j a zrekonštruovat’ body
interfejsu ΓL,ij . Pre názornost’, vid’. Obrázok 4 a 5 .

Žial’ takýmto spôsobom strácame informáciu o interfejse okolo trojného bodu
v ktorom sa stretávajú tri fázy, pretože lineárnu interpoláciu rob́ıme vždy lokálne
iba medzi dvomi fázami a teda neźıskame informáciu o skutočnom gradiente
okolo trojného bodu.
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(a) Čast’ ΓL,12 interfejsu Γ medzi fázami 1
a 2 zrekonštruovaná lineárnou

interpoláciou

(b) Čast’ ΓL,13 interfejsu Γ medzi fázami 1
a 3 zrekonštruovaná lineárnou

interpoláciou

(c) Čast’ ΓL,23 interfejsu Γ medzi fázami 2
a 3 zrekonštruovaná lineárnou

interpoláciou

Obr. 4

(a) Exaktný interfejs Γ (čierna farba) a interfejs
zrekonštruovaný pomocou lineárnej interpolácie

ΓL (červená farba)

(b) Pribĺıženie k trojnému bodu

Obr. 5
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V nasledujúcich častiach si uvedieme možnosti rekonštrukcie a vizualizácie
interfejsu s trojným bodom.

3.2 VIIM - Voronoi implicitný interfejs metóda

V tejto časti sa budeme zaoberat’ rekonštrukciou takzvaného Voronoi interfejsu.
Na úvod si pripomenieme, že Voronoi diagram množiny m uzlov v priestore

Rn je dekompoźıcia priestoru Rn na m rôznych buniek s takou vlastnost’ou, že
všetky body patriace danej bunke sa nachádzajú bližšie k prislúchajúcemu uzlu
bunky m ako k inému uzlu. Hranica medzi týmito bunkami je množina bodov,
ktoré sú ekvidistantné aspoň k dvom uzlom a nenachádzajú sa bližšie k inému
uzlu.

Vo všeobecnosti môžeme hl’adat’ Voronoi diagram nielen pre množinu uzlov,
ale taktiež pre množinu nepret́ınajúcich sa kriviek v Rn. Analogicky vieme
rozložit’ oblast’ na bunky, kedy body prislúchajúce jednej konkrétnej bunke
sa nachádzajú v menšej vzdialenosti ku jednej konkrétnej z kriviek spomedzi
všetkých kriviek. Voronoi interfejs je teda hranica týchto buniek a budeme ho
značit’ ΓV . Pre názornost’ vid’. Obrázok 6 [8], kde vidno tri krivky znázornené si-
vou farbou, ktoré vymedzili oblasti Ω1,Ω2 a Ω3. A čiernou farbou je znázornený
Voronoi diagram k týmto trom oblastiam resp. krivkám.

Obr. 6: Voronoi diagram pre m = 3 a Voronoi interfejs ΓV = Γ12 ∪ Γ13 ∪ Γ23

hl’adaný pre tri krivky [8].

Analogicky v metóde level set nám indikačná funkcia rozdeĺı oblast’ Ω na
bunky a hranicou týchto buniek je Voronoi interfejs. Namiesto interfejsu predsta-
vujúcemu body, v ktorých level set funkcia nadobúda nulovú hodnotu použijeme
implicitný Voronoi interfejs, ktorý skonštruujeme následovne [3].

Budeme uvažovat’ nejakú ε hodnotu level set funkcie d, definovanú ako

Γε = {x ∈ Ω : d(x) = ε}

Pre nejaké vhodne zvolené ε > 0 je gradient ∇d(x) dobre definovaný pre skoro
všetky x susediace s Γε. Pomocou indikačnej funkcie χ, dostaneme interfejs Γε
pozostávajúci z troch disjunktných čast́ı

Γiε = {x ∈ Ω : χ(x) = i a d(x) = ε},
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ležiacich v rôznych fázach. Následne vieme z takéhoto interfejsu zrekonštruovat’

(aproximovat’) Voronoi interfejs ΓV definovaný ako množina bodov x ∈ Ω, ktoré
sa nachádzajú v ekvidistantnej vzdialenosti k aspoň dvom rôznym ε množinám
patriacim rôznym fázam a ostatné ε množiny sú k nemu vo väčšej vzdialenosti,

ΓV = {x ∈ D : ∃i 6= j, d(x,Γε,i) = d(x,Γε,j) ≥ d(x,Γε,k), k 6= i, j}. (3)

Voronoi interfejs ΓV vieme zrekonštruovat’ po častiach medzi rôznymi fázami
a plat́ı ΓV = Γ12 ∪ Γ13 ∪ Γ23. Čast’ ktorá predstavuje interfejs medzi fázami i a
j, ked’ i 6= j je daná implicitne ako:

Γij = {x ∈ D : di(x) = dj(x) ≥ dk(x), k 6= i, j}, (4)

kde di predstavuje vzdialenostnú funkciu k interfejsu Γiε, ležiaceho vo fáze s
hodnotou i,

|∇di(x)| = 1 , x ∈ Ω , di(x) = ε , x ∈ Γiε. (5)

Pre názornost’ vid’. Obrázok 7 , na ktorom sú obrázky (a), (b), (c) 3 vzdiale-
nostných funkcíı d1, d2, d3 k 3 častiam ε interfejsu Γ1

ε , Γ2
ε , Γ3

ε .
Hlavnou myšlienkou VIIM metódy, je že namiesto pôvodného interfejsu Γ

reprezentujúceho nulovú hodnotu level set funkcie, budeme sledovat’ interfejs Γε
s dobre definovaným gradientom reprezentujúci ε hodnotu level set funkcie d.
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(a) Čast’ interfejsu Γε1 a vzdialenostná
funkcia d1

(b) Čast’ interfejsu Γε2 a vzdialenostná
funkcia d2

(c) Čast’ interfejsu Γε3 a vzdialenostná
funkcia d3

Obr. 7
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(a) Pôvodný interfejs Γ(sivá) a epsilonový
interfejs Γε(čierna)

(b) Pôvodný interfejs Γ(sivá) a epsilonový
interfejs Γε(čierna) a vzdialenostná funkcia

k Γε

(c) Pôvodný interfejs Γ(sivá), epsilonový
interfejs Γε(čierna) a zrekonštruovaný

VIIM ΓV (červená)

(d) Γε,ΓV ,Γ pribĺıženie

Obr. 8

3.3 Rekonštrukcia cez priesečńıky hrán

Ak máme interfejs, ktorého analytické vyjadrenie poznáme, dokážeme ho zrekon-
štruovat’ pomocou nájdenia priesečńıkov interfejsu s hranami siete, ktoré budeme
značit’ ex a ey. Majme napŕıklad interfejs v tvare ṕısmena Y, ktorého jednotlivé
časti vieme vyjadrit’ analyticky nasledovnými rovnicami:

y1 = py + t1(−px + x), (6)

y2 = py + t2(−px + x), (7)

y3 = py + t3(−px + x). (8)

Hodnota tp predstavuje smernicu jednotlivých polpriamok a {px, py} sú
súradnice trojného bodu, v ktorom sa polpriamky stretávajú a x ∈< A,B >,
kde A,B ∈ R a predstavujú hranice štvorcovej oblasti Ω . Takto ak hl’adáme
priesečńıky s x-ovou hranou ex, teda vertikálnu hranu fixovanú v nejakej hod-
note x, tak v rovnici za x dosad́ıme x-ovú súradnicu hrany a dostaneme y-ovú
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súradnicu priesečńıka. Analogicky s priesečńıkom s y-ovou hranou ey, teda hori-
zontálnu hranu fixovanú v nejakej hodnote y, dosad́ıme v rovniciach za yp y-ovú
hodnotu hrany a vyjadŕıme si x-ovú súradnicu priesečńıka s hranou. Taktiež
podotýkame, že priesečńıky hl’adáme len na hranách, ktorých koncové body sú
v rôznych fázach a teda pre tieto hrany je indikovaná pŕıtomnost’ priesečńıka,
nulovej hodnoty vzdialenostnej funkcie.

Uvedeným postupom dostaneme neusporiadanú množinu bodov, ktorú doká-
žeme rozumne zobrazit’ nami navrhnutou metódou bez použitia zabudovaných
funkcionaĺıt resp. iných metód. Okrem zobrazenia interfejsu, taktiež navrhujeme
vypoč́ıtat’ vzdialenostnú funkciu k nájdeným priesečńıkom metódou oṕısanou v
bakalárskej práci [2] ako vzdialenostná funkcia k bodom skeletonu. Dostaneme
presneǰsiu vzdialenostnú funkciu najmä v okoĺı trojného bodu pretože nepracu-
jeme s hodnotami vzdialenostnej funkcie k interfejsu v uzlových bodoch ale k
vzdialenostnej funkcii k exaktným priesečńıkom.

Na Obrázku č.9 vidno, že nájdené priesečńıky sú exaktné a teda zhodné s
priesečńıkmi pôvodného interfejsu.
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(a) Nájdené a pospájane priesečńıky

(b) Porovnanie pospájaných exaktných
priesečńıkov(čierna) s rekonštruovaným

interfejsom ΓL pomocou lineárnej interpolácie

(c) Pribĺıženie k trojnému bodu,
exaktný interfejs Γ(sivá)

(d) Porovnanie vzdialenostnej funkcii k
priesečńıkom(čierna) [2] a vzdialenostnej funkcie v

bodoch siete(červená)

Obr. 9
12



3.4 Určenie hodnoty indikačnej funkcie χ pre vyv́ıjajúci
sa interfejs

V časti 1. sme zaviedli bezznamienkovú vzdialenostnú funkciu d(x) a indikačnú
funkciu χ na jednoznačné určenie fázy.

Ked’že sa náš interfejs bude pohybovat’ a vyv́ıjat’ v čase podl’a (1) zavedieme
si časovo závislú vzdialenostnú funkciu d(x, t), x ∈ Ω, t ∈ R+ a časovo závislú
indikačnú funkciu χ(x, t), x ∈ Ω, t ∈ R+. Vzdialenostná funkcia a indikačná
funkcia v čase t = 0 sú zadané a známe. Vzdialenostnú funkciu d(x, t) pre t > 0
nájdeme riešeńım (1). Hodnoty indikačnej funkcie χ(x, t) pre t > 0 je dôležité
správne určit’ aby sme poznali novú polohu interfejsu, ktorú z bezznamienkovej
vzdialenostnej funkcie samotnej nedokážeme zistit’. V [3] sa pracuje s funkciou
d(x, t) − ε a teda sa sleduje interfejs Γε a hodnoty χ(x, t) sa určia pomocou
nasledovného vzt’ahu

χ(x, t) = p ⇔ dp(x, t) < min{dq(x, t), dr(x, t)} , (9)

kde p, q, r ∈ {1, 2, 3} a p 6= q 6= r. A teda potrebujeme tri vzdialenostné
funkcie d1(x, t), d2(x, t), d3(x, t) (5) a hodnota indikačnej funkcie χ(x, t) pre
t > 0 bude rovná indexu p podl’a (9) a teda indexu vzdialenostnej funkcie s
najmenšou hodnotou v bode x. Navrhujeme aj pohodlneǰśı pŕıstup, kedy nepra-
cujeme s tromi vzdialenostnými funkciami ale len s jednou d(x)− ε bez použitia
d1(x, t), d2(x, t), d3(x, t) na určenie hodnôt χ(x, t).

3.4.1 Rozš́ırenie indikačnej funkcie χ

Navrhujeme rozš́ırit’ indikačnú funkciu χ(x, 0) o štvrtú fázu tak, že χ(x, 0) = 4,
pre x ∈ Ω, d(x, 0)− ε < 0. A teda lineárnu advekčnú rovnicu podl’a numerickej
schémy (50) budeme aplikovat’ pre každú oblast’ Ωp, p ∈ 1, 2, 3, 4, x ∈ Ωpχ(x, t) =
p samostatne.

Zavedieme si znamienkovú vzdialenostnú funkciu sp(x, t) pre každú oblast’

Ωp tak, že

sp(x, t) = |d(x)− ε|, x ∈ Ω− Ωp (10)

sp(x, t) = −|d(x)− ε|, x ∈ Ωp . (11)

Hodnoty sp(x, t+ τ) v d’aľsom časovom kroku vypoč́ıtame podl’a numerickej
schémy (50) a v bodoch x v ktorých plat́ı,že

sp(x, t) · sp(x, t+ τ) < 0, (12)

treba správne zmenit’ hodnotu indikačnej funkcie. Zmena znamienka môže na-
stat’ iba v bode x, ktorého aspoň jeden susedný bod nadobúda inú hodnotu
fázy a teda medzi týmito bodmi sa nachádza bod interfejsu. Ked’že pracujeme s
interfejsom Γε tak vieme jednoznačne určit’ hodnotu novej fázy, pretože je to in-
terfejs bez trojného bodu. Ak by sme pracovali s pôvodným interfejsom Γ tak by
sme pre trojný bod sme nevedeli jednoznačne určit’ hodnotu novej fázy, pretože
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v susediacich bodoch sa nachádzajú body z dvoch rôznych fáz. Pre názornost’

vid’. Obrázok 10, kde je vyznačený trojný bod ktorého susedný bod zhora a
vpravo ležia v dvoch rôznych fázach. Pre ostatné body plat́ı, že susedné body
ležia v rovnakej fáze alebo v jednej rôznej.

(a) Exaktný interfejs Γ,trojný bod a fázy
znázornené rôznymi farbami

(b) Interfejs Γε bez trojného bodu a fázy
znázornené rôznymi farbami a pridaná 4. fáza

znázornená žltou farbou.

Obr. 10

V pŕıpade, že pohybujeme interfejs Γ s trojným bodom a teda pracujeme
so vzdialenostnou funkciou d(x, t) a nie d(x, t) − ε a s pôvodnou indikačnou
funkciou χ bez pridanej štvrtej fázy navrhujeme podmienku podl’a, ktorej by
sme určili, ktorá zo susediacich fáz nahrad́ı aktuálnu hodnotu fázy v trojnom
bode ak v ňom funkcia sp(x, t) zmenila znamienko. Funkcia sp(x, t) bude v
takomto pŕıpade definovaná ako

sp(x, t) = |d(x)|, x ∈ Ω− Ωp (13)

sp(x, t) = −|d(x)|, x ∈ Ωp . (14)

Hodnoty sp(x, t + τ) v d’aľsom časovom kroku vypoč́ıtame podl’a numerickej
schémy a v bodoch x v ktorých plat́ı,že

sp(x, t) · sp(x, t+ τ) < 0 (15)

zmeńıme hodnotu fázy. Novú fázu pre trojný by sme určili podl’a vel’kosti Cou-
rantovho č́ısla vystupujúceho v numerickej schéme, tak že by sme sa rozhodli
pre fázu v susednom bode s menš́ım Courantovým č́ıslom. Pre ostatné body
vieme fázu určit’ jednoznačne.

Táto podmienka však nie je postačujúca pre jednoznačne určenie fázy pre
trojný bod a preto odporúčame pracovat’ s interfejsom Γε a s pridanou štvrtou
fázou.
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4 Numerické riešenie eikonalovej rovnice

Na implementáciu rekonštrukcie interfejsu podl’a VIIM metódy potrebujeme
numerické riešenie vzdialenostnej funkcie,

|∇d(x)| = 1 , x ∈ D , d(x) = 0 , x ∈ Γ. (16)

Napŕıklad, ak si zoberieme interfejs Y, tak na rekonštrukciu časti Γij Voronoi
interfejsu ΓV medzi fázami s indikačnou funkciou s hodnotou i a j potrebu-
jeme vzdialenostné funkcie di(x) a dj(x), ktoré sú riešeńım rovnice (5). V ba-
kalárskej práci [2] sme použ́ıvali numerické riešenie eikonalovej rovnice prvého
rádu s využit́ım extrapolácie, ale na rekonštrukciu Voronoi interfejsu sme boli
motivovaný použit’ metódu vyššieho rádu [5] na źıskanie lepš́ıch výsledkov re-
konštrukcie.

4.1 Schéma vyššieho rádu

V tejto časti uvedieme numerickú schému vyššieho rádu na riešenie eikona-
lovej rovnice (2). Uvažujeme štvorcovú výpočtovú oblast’ Ω s rovnomernou
štvorčekovou siet’ou. Vel’kost’ oblasti je L × L, kde L > 0 a vel’kost’ kroku je
h = L/N , kde N > 0. Bod siete budeme značit’ ako (xi, yj), kde xi = i · h a
yj = j · h. Hodnotu vzdialenostnej funkcie v bode (xi, yj) budeme značit’ dij ,
ktorá predstavuje aproximáciu exaktnej hodnoty d(xi, yj) vzdialenostnej funkcie
v tomto bode .

Prvým krokom je aproximácia gradientu v bodoch siete ∇dij ≈ ∇d(xi, yj)
vystupujúceho v rovnici (2). Na to aby sme dosiahli metódu vyššieho rádu,
použijeme konečnú diferenciu druhého rádu,

∇dij = (∂xdij , ∂ydij) ≈
1

2h
(δxdij , δydij), (17)

Na rozdiel od [5] použ́ıvame len konečnú diferenciu druhého rádu bez použitia
premennej switch, ktorá za nejakých okolnost́ı použije raz konečnú diferenciu
prvého rádu a raz druhého rádu.

Ked’že táto metóda využ́ıva upwind metódu na aproximáciu gradientu ∇dij ,
dostávame následovné možnosti výpočtu δxdij

δxdij =


3dij − 4di−1j + di−2j di−1j ≤ min(dij , di+1j)

−3dij + 4di+1j − di+2j di+1j ≤ min(dij , di−1j)

0 dij ≤ min(di+1j , di−1j)

(18)

a δydij

δydij =


3dij − 4dij−1 + dij−2 dij−1 ≤ min(dij , dij+1)

−3dij + 4dij+1 − dij+2 dij+1 ≤ min(dij , dij−1)

0 dij ≤ min(dij+1, dij−1)

(19)
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Na aproximáciu gradientu ∇dij v bode (xi, yj) využ́ıvame hodnoty v susedných
bodoch, v ktorých je hodnota vzdialenostnej funkcie menšia a teda sa nachádzajú
bližšie k interfejsu. Eikonalovu rovnicu (2) preṕı̌seme do tvaru |∇d|2 = 1 a
použit́ım aproximácie gradientu konečnou diferenciou (18) a (19), dostaneme
rovnicu v tvare

(δxdij)
2 + (δydij)

2 = 4h2 . (20)

V d’al’̌sej časti nadviažeme na túto metódu a vylepš́ıme ju tzv. metódou
extrapolácie oṕısanou v [1, 6].

4.1.1 Metóda extrapolácie

Metódou extrapolácie chceme dosiahnut’ presneǰśı výsledok hodnôt vzdialenost-
nej funkcie dij pre body ležiace bĺızko interfejsu Γ ako je oṕısané v [5] kde
použ́ıvajú inicializáciu exaktnými hodnotami bĺızko hranice interfejsu. Všimnime
si, že vo výpočte gradientu (18) a (19) použ́ıvame až 4 susediace hodnoty di±1j ,
dij±1, di±2j a taktiež dij±2. Ak sa susediaci bod (xi±1, yj) alebo (xi, yj±1) alebo
(xi±2, yj) alebo bod (xi, yj±2) nachádza v inej fáze ako bod (xi, yi) v ktorom
chceme vypoč́ıtat’ hodnotu vzdialenostnej funkcie dij resp. lež́ı vedl’a hranice
interfejsu, nepoužijeme v rovnici jeho aktuálnu hodnotu di±1j alebo dij±1 alebo
di±2j alebo dij±2, ale navrhujeme ju v tomto bode dopoč́ıtat’ pomocou metódy
extrapolácie [1, 6].

Zavedieme si funkciu φ : Ω → R, ktorá bude predstavovat’ nejakú vhodnú
level set funkciu, pre ktorú v bodoch siete (xi, yj) bude platit’

(xi, yj) ∈


Ω φi,j < 0

Ω\Ω φi,j > 0

∂Ω φi,j = 0

(21)

Ďalej si zavedieme pojmy pre susediace body, ktoré považujeme za dôležité
a budeme ich použ́ıvat’ d’alej v texte.

Defińıcia 1. Bod ležiaci vedl’a interfejsu v smere osi x, budeme nazývat’ bod
(xi, yj) pre ktorý plat́ı, χ(xi, yj) 6= χ(xi±1, yj), kde χ je indikačná funkcia. Ana-
logicky bod ležiaci vedl’a interfejsu v smere osi y, budeme nazývat’ bod (xi, yj)
pre ktorý plat́ı, χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj±1) .

Defińıcia 2. Bod ležiaci bĺızko interfejsu v smere osi x, budeme nazývat’ bod
(xi, yj) pre ktorý plat́ı, χ(xi, yj) 6= χ(xi±2, yj), kde χ je indikačná funkcia. A
analogicky bod ležiaci vedl’a interfejsu v smere osi y, budeme nazývat’ bod (xi, yj)
pre ktorý plat́ı, χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj±2) .

Pre bod ležiaci vedl’a interfejsu v smere osi x platia následujúce vzt’ahy:

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi−1, yj), tak φijφi−1j < 0 ,

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi+1, yj), tak φijφi+1j < 0 (22)
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Analogicky pre bod ležiaci vedl’a interfejsu v smere osi y platia následujúce
nerovnosti:

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj−1), tak φijφij−1 < 0 ,

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj+1), tak φijφij+1 < 0 . (23)

Pre bod ležiaci bĺızko interfejsu v smere osi x platia následujúce vzt’ahy:

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi+2, yj), tak φijφi−2j < 0 ,

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi−2, yj), tak φijφi+2j < 0 . (24)

Analogicky pre bod bĺızko interfejsu v smere osi y platia následujúce vzt’ahy:

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj−2), tak φijφij−2 < 0 ,

ak χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj+2), tak φijφij+2 < 0 . (25)

Ďalej si uvedieme vzt’ahy potrebné na výpočet extrapolovaných hodnôt.
Ak bod (xi, yj) lež́ı vedl’a interfejsu v smere osi x, potom hl’adaný bod xi±αj

na hranici ∂Ω ležiaci medzi bodmi (xi, yj) a (xi±1, yj) môžeme vypoč́ıtat’ ako,

xi±αj = αi±1jxi±1j + (1− αi±1j)xij , (26)

kde αi±1j ∈ (0, 1].
Analogicky ak bod (xi, yj) lež́ı vedl’a interfejsu v smere osi y ,potom hl’adaný

bod yij±α na hranici ∂Ω ležiaci medzi bodmi (xi, yj) a (xi, yj±1) môžeme vypoč́ıtat’

ako,
yij±α = αij±1yij±1 + (1− αij±1)yij , (27)

kde αij±1 ∈ (0, 1].
Body xi±αj a yij±α budeme potrebovat’ ak sa bod (xi, yj) nachádza vedl’a

interfejsu a teda platia vzt’ahy (22) a (23).
Taktiež si uvedieme vzt’ahy, na výpočet hl’adaného bodu na hranici ∂Ω

pre bod ležiaci bĺızko interfejsu aj ked’ ich výpočet je analogický ako pre bod
ležiaci vedl’a interfejsu. Ak bod (xi, yj) lež́ı bĺızko interfejsu v smere osi x po-
tom hl’adaný bod môže ležat’ medzi bodmi (xi+1, yj) a (xi+2, yj) a jeho polohu
vypoč́ıtame ako

xi+1+αj = αi+2jxi+2j + (1− αi+2j)xi+1j , (28)

alebo hl’adaný bod môže ležat’ medzi bodmi (xi−1, yj) a (xi−2, yj) a jeho polohu
vypoč́ıtame ako

xi−1−αj = αi−2jxi−2j + (1− αi−2j)xi−1j , (29)

kde αi±2j ∈ (0, 1].
Analogicky ak bod (xi, yj) lež́ı bĺızko interfejsu v smere osi y potom hl’adaný

bod môže ležat’ medzi bodmi (xi, yj+1) a (xi, yj+2) a jeho polohu vypoč́ıtame
ako

xij+1+α = αij+2xij+2 + (1− αij+2)xij+1, (30)
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alebo hl’adaný bod môže ležat’ medzi bodmi (xi, yj−1) a (xi, yj−2) a jeho polohu
vypoč́ıtame ako

xij−1−α = αij−2xij−2 + (1− αij−2)xij−1, (31)

kde αij±2 ∈ (0, 1].
Vyjadrenie αi±1j pre bod ležiaci vedl’a interfejsu dostaneme z rovnice φij±α =

0 = αi±1jφi±1j + (1− αi±1j)φij a analogicky pre αij±1, dostaneme vzt’ahy

αi±1j =
φij

φij − φi±1j
a αij±1 =

φij
φij − φij±1

. (32)

Ak bod lež́ı vedl’a interfejsu v smere x aj zl’ava aj sprava a teda χ(xi, yj) 6=
χ(xi+1, yj) a χ(xi, yj) 6= χ(xi−1, yj) tak kvôli upwind metóde zvoĺıme menšiu
hodnotu medzi αi+1j a αi−1j . Analogicky ak bod lež́ı vedl’a interfejsu v smere
y aj zhora aj zdola a teda χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj+1) a χ(xi, yj) 6= χ(xi, yj−1) tak
kvôli upwind metóde zvoĺıme menšiu hodnotu medzi αij+1 a αij−1.

Rovnakým spôsobom pre bod ležiaci bĺızko interfejsu dostaneme vzt’ahy

αi±2j =
φi±1j

φi±1j − φi±2j
a αij±2 =

φij±1

φij±1 − φij±2
. (33)

Pomocou týchto vzt’ahov si vieme vypoč́ıtat’ extrapolované hodnoty di±1j

alebo dij±1,ak sa bod (xi, yj) nachádza vedl’a interfejsu alebo hodnoty di±2j a
dij±2 ak sa bod (xi, yj) nachádza bĺızko interfejsu. Pre extrapolované hodnoty
v bodoch (xi±1, yj) a (xi, yj±1) dostávame vzt’ahy

di±1j =
(αi±1j − 1)dij

αi±1j
a dij±1 =

(αij±1 − 1)dij
αij±1

. (34)

Uvedieme si aj vzt’ahy pre výpočet extrapolovaných hodnôt v bodoch (xi±2, yj)
a (xi, yj±2) ,

di±2j =
(αi±2j − 1)di±1j

αi±2j
a dij±2 =

(αij±2 − 1)dij±1

αij±2
. (35)

Pomocou týchto extrapolovaných hodnôt si vieme vypoč́ıtat’ koeficienty kvad-
ratickej rovnice na výpočet hodnoty dij (41).

Na výpočet členov δxdij a δydij vystupujúcich v kvadratickej rovnici (41)
pre body, ktoré ležia vedl’a interfejsu dostaneme nasledovné možnosti výpočtu
δxdij

δxdij =

{
dij
αi−1j

φijφi−1j < 0
dij
αi+1j

φijφi+1j < 0
(36)

a δydij

δydij =

{
dij
αij−1

φijφij−1 < 0
dij
αij+1

φijφij+1 < 0 .
(37)
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4.1.2 Fast sweeping metóda

V tejto časti si ukážeme procedúru riešenia algebraického systému rovńıc

(δxdij)
2 + (δydij)

2 = 4h2 . (38)

Ak nahrad́ıme v rovnici (38) členy gradientu δxdij a δydij navrhovanými hod-
notami (18) a (19) dostaneme rovnicu

[−3dij + 4di±1j − di±2j ]
2 + [−3dij + 4dij±1 − dij±2]2 = 4h2 , (39)

Dôležitá myšlienka iteračnej fast sweeping metódy [4] je že sa na rovnicu (38) po-
zeráme ako na kvadratickú pričom v každej iterácii sa uvažuje ako neznáma len
hodnota dij a ostatné susediace hodnoty di±1j , dij±1, di±2jadij±2 sa považujú
za známe. Fast sweeping iteračná metóda [4] je založená na nelineárnej Gauss-
Seidel metóde so štyrmi rôznymi usporiadaniami (”sweepings-”zametaniami”)
aktualizovaných neznámych hodnôt dij . Hodnoty počiatočného odhadu d0

ij = L

štandardne voĺıme d́lžku L štvorčekovej oblasti Ω, ktorú považujeme za do-
statočne vel’kú hodnotu vzdialenosti, ktorú nemôže vzdialenostná funkcia nado-
budnút’ pri danom interfejse a oblasti. Postupné iterácie dkij dostaneme riešeńım
kvadratickej rovnice (38) pomocou štyroch striedajúcich sa zametańı(usporiadańı)

1. i = 1 : N, j = 1 : N

2. i = N : 1, j = 1 : N

3. i = N : 1, j = N : 1

4. i = 1 : N, j = N : 1 .

Upozorňujeme, že na dosiahnutie numerickej schémy druhého rádu nebe-
rieme novú aktualizovanú hodnotu vzdialenostnej funkcie len ak plat́ı dk+1

ij < dkij
ako pri schéme prvého rádu ale pripúšt’ame aj možnost’ dk+1

ij ≥ dkij .

Ďalej si uvedieme možné podoby kvadratickej rovnice (38), ktoré môžu nastat’

v rôznych situáciach.
Ak sa bod (xi, yj) nenachádza hned’ vedl’a interfejsu ani v smere x ani v

smere y a taktiež ani jeden zo susediacich bodov (xi±1, yj) alebo (xi, yj±1) tak
pre tento pŕıpad dostávame rovnicu

a = 18

b = −24di±1j + 6di±2j − 24dij±1 + 6dij±2

c = 16d2
i±1j − 8di±1jdi±2j + d2

i±2j + 16d2
ij±1 − 8dij±1dij±2 + d2

ij±2 − 4h2 ,

(40)
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kde a kvadratický koeficient, b je lineárny koeficient a c je konštantný koeficient.
Riešenie tejto kvadratickej rovnice bude následovné,

dij =


min(dxmin, dymin) + h b2 − 4ac < 0

−b+
√
b2−4ac

2a b2 − 4ac ≥ 0 ,

(41)

kde dxmin = min(di−1j , di+1j) a dymin = min(dij−1, dij+1).

Ak sa bod (xi, yj) nenachádza hned’ vedl’a interfejsu ani v smere x ani v smere
y ale ak napr. interfejs lež́ı medzi bodom (xi±1, yj) a (xi±2, yj) tak pre tento
pŕıpad si hodnotu di±2j vystupujúcu v (41) vypoč́ıtame pomocou metódy ex-
trapolácie zo vzt’ahu (35). Analogicky pre y-ový smer.

Ak sa bod (xi, yj) nachádza hned’ vedl’a interfejsu v smere x ale nie v smere
y, potom pre tento pŕıpad dostávame rovnicu v tvare

4d2
ij

α2
i±1j

+ [−3dij + 4dij±1 − dij±2]2 = 4h2 , (42)

čo je jednoduchá kvadratická rovnica s jedinou neznámou dij a jej koeficienty
vypoč́ıtame ako

a = 9 +
4

α2
i±1j

,

b = −24dij±1 + 6dij±2,

c = 16d2
ij±1 − 8dij±1dij±2 + d2

ij±2 − 4h2 , (43)

kde a kvadratický koeficient, b je lineárny koeficient a c je konštantný koeficient.
A riešenie bude vyzerat’,

dij =


αi±1jh b2 − 4ac < 0

−b+
√
b2−4ac

2a b2 − 4ac ≥ 0 .

(44)

Ak interfejs lež́ı medzi bodom (xi, yj±1) a (xi, yj±1) tak pre tento pŕıpad si
hodnotu di±2j vystupujúcu v (47) vypoč́ıtame pomocou metódy extrapolácie zo
vzt’ahu (35). Znamienka v konečnej diferencíı vyberáme na základe (18).

Analogicky pre y-ový smer. Ak sa bod (xi, yj) nachádza hned’ vedl’a interfejsu
v smere y, potom pre tento pŕıpad dostávame rovnicu v tvare

4d2
ij

α2
ij±1

+ [−3dij + 4dij±1 − dij±2]2 = 4h2 , (45)

čo je jednoduchá kvadratická rovnica s jedinou neznámou dij a jej koeficienty
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vypoč́ıtame ako

a = 9 +
4

α2
ij±1

b = −24di±1j + 6di±2j

c = 16d2
i±1j − 8di±1jdi±2j + d2

i±2j − 4h2 , (46)

kde a kvadratický koeficient, b je lineárny koeficient a c je konštantný koeficient.
Riešenie bude vyzerat’,

dij =


αij±1h b2 − 4ac < 0

−b+
√
b2−4ac

2a b2 − 4ac ≥ 0 .

(47)

Ak interfejs lež́ı medzi bodom (xi±1, yj) a (xi±1, yj) tak pre tento pŕıpad si
hodnotu dij±2 vystupujúcu v (47) vypoč́ıtame pomocou metódy extrapolácie
zo vzt’ahu (35). Znamienka v konečnej diferencíı vyberáme na základe (19).

Taktiež sa môže bod (xi, yj) nachádzat’ interfejs hned’ vedl’a interfejsu v smere
x aj v smere y, vtedy má naša rovnica tvar

d2
ij

α2
i±1j

+
d2
ij

α2
ij±1

= h2 (48)

a jej riešenie je

dij =
h√

1
α2

i±1j
+ 1

α2
ij±1

. (49)

Použit́ım týchto vzt’ahov vieme navrhnút’ fast sweeping metódu a riešit’ iteračnú
úlohu podl’a [4].
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5 Numerické riešenie lineárnej rovnice advekcie

V tejto časti sa budeme zaoberat’ numerickým riešeńım lineárnej rovnice advek-
cie v 2D priestore [7],

∂tφ(x, y, t) +
−→
W (x, y) · ∇φ(x, y, t) = 0, φ(x, y, 0) = φ0(x, y), (50)

kde
−→
W (x, y) = (U(x, y), V (x, y)) a predstavuje rýchlostné vektorové pole a

U(x, y) je jeho vektorová zložka v smere x a V (x, y) v smere y.
Rovnicu vieme preṕısat’ do tvaru,

∂tφ(x, y, t) + U(x, y)∂xφ(x, y, t) + V (x, y)∂yφ(x, y, t) = 0, (51)

φ(x, y, 0) = φ0(x, y). (52)

Tento typ rovnice je čast’ou mnohých matematických modelov, ktoré sa použ́ı-
vajú pri level set metódach a taktiež sledovanie pohybujúceho sa interfejsu.

5.1 Schéma vyššieho rádu

Uvedieme si numerickú schému vyššieho rádu na riešenie lineárnej rovnice ad-
vekcie. V práci [7] je oṕısaná semi-implicitná schéma pre 1D pŕıpad, my sa
však pokúsime oṕısat’ plne explicitnú schému pre 2D pŕıpad. Opät’ uvažujeme
štvorcovú výpočtovú oblast’ Ω s rovnomernou štvorčekovou siet’ou. Vel’kost’ ob-
lasti je [0, L]× [0, L], kde L > 0 a vel’kost’ priestorového kroku je h = L/N , kde
N > 0. Bod siete budeme značit’ ako (xi, yj), kde xi = i·h a yj = j ·h. Uvažujeme
časový interval [0, T ], kde T > 0 a vel’kost’ časového kroku τ = T/P , kde
P > 0. Bod času budeme značit’ ako tn = n · τ a aproximovanú hodnotu exakt-
nej funkcie φ(xi, yj , tn) budeme značit’ φnij a teda φ(xi, yj , tn) ≈ φnij . Taktiež
použijeme štandardnú indexáciu pre zložky vektorového pol’a V (xi, yj) = Vij a
U(xi, yj) = Uij .

Plne explicitná schéma bude mat’ tvar,

φn+1
ij = φnij +

2∑
k=−2

(βxijkφ
n
i+1j + βyijkφ

n
ij+1) , (53)

kde indexy x a y sa vzt’ahujú na priestorové premenné a βxijk a βyijk sú parametre
metódy, ktoré urč́ıme neskôr v texte.

Aproximovanú hodnotu gradientu (∂xφ(xi, yi, tn), ∂yφ(xi, yi, tn)) budeme značit’

(∂κx
x φnij , ∂

κy
y φnij) a na jeho defińıciu použijeme,

2∂κx
x φnij = (1− κx)∂−x φ

n
ij + (1 + κx)∂+

x φ
n
ij ,

2∂κy
y φnij = (1− κy)∂−y φ

n
ij + (1 + κy)∂+

y φ
n
ij , (54)

kde ∂−x , ∂+
x , ∂−y a ∂+

y predstavujú štandardné konečné diferencie, kde znamienko
− indikuje spätnú diferenciu a znamienko + indikuje doprednú diferenciu. Pa-
rametre κx, κy ∈ [−1, 1] a sú vo všeobecnosti volitel’né. Pre názornost’ uve-
dieme pŕıklady vol’by parametrov κx. Vol’bou κx = 1 alebo κx = −1 dostaneme
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konečnú diferenciu prvého rádu presnosti,

h∂+1
x φnij = φni+1j − φnij h∂−1

x φnij = φnij − φni−1j .

Vol’bou κx = 0 dostaneme konečnú diferenciu druhého rádu presnosti,

2h∂0
xφ

n
ij = φni+1j − φni−1j

a analogicky pre κy.
Na odvodenie plne explicitnej schémy si vyjadŕıme presné riešenie pomocou

Taylorovho rozvoju so stupňom p.

φ(x, y, t+ τ) = φ(x, y, t) +

p∑
m=1

1

m!
τm∂mt φ(x, y, t) +O(τp+1) . (55)

Následne pomocou Lax-Wendroffovej procedúry zameńıme všetky časové de-
rivácie φ priestorovými deriváciami φ použit́ım východiskovej rovnice (50). Do-
staneme vzt’ahy,

∂tφ
n
ij = −Uij∂xφnij − Vij∂yφnij ,

∂ttφ
n
ij = ∂t(−Uij∂xφnij − Vij∂yφnij) =

= −Uij∂xtφnij − Vij∂ytφnij =

= −Unij∂x(−Uij∂xφnij − Vij∂yφnij)− Vij∂y(−Uij∂xφnij − Vij∂yφnij) , (56)

a použijeme ich v Taylorovom rozvoji (55) pre p = 2 a dostaneme,

φn+1
ij = φnij − τUij∂xφnij − τVij∂yφnij + 0.5τ2Uij∂x(Uij∂xφ

n
ij + Vij∂yφ

n
ij)+

+ 0.5τ2Vij∂y(Uij∂xφ
n
ij + Vij∂yφ

n
ij) +O(τ3) . (57)

Aby sme dostali plne explicitnú κ schému na riešenie (50) treba správne zvo-
lit’ konečné diferencie v (57). Na dosiahnutie chyby druhého rádu treba členy
násobené τ aproximovat’ aproximáciami druhého rádu a členy násobené 0.5τ2

stač́ı aproximovat’ aproximáciami prvého rádu.
Upwind aproximačné vzt’ahy druhého rádu [7] vyzerajú následovne,

Uij∂xφ
n
ij ≈ [Uij ]

+∂−x (φnij + 0.5h∂κx
x φnij) + [Uij ]

−∂+
x (φnij − 0.5h∂κx

x φnij) ,

Vij∂yφ
n
ij ≈ [Vij ]

+∂−y (φnij + 0.5h∂κy
y φnij) + [Vij ]

−∂+
y (φnij − 0.5h∂κy

y φnij) .

Upwind aproximačné vzt’ahy prvého rádu s nezmiešanými priestorovými de-
riváciami [7] vyzerajú následovne,

Uij∂x(Uij∂xφ
n
ij) ≈ ([Uij ]

+∂−x + [Uij ]
−∂+

x )(Uij∂
κx
x φnij) ,

Vij∂y(Vij∂yφ
n
ij) ≈ ([Vij ]

+∂−y + [Vij ]
−∂+

y )(Vij∂
κy
x φnij) .
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Upwind aproximačné vzt’ahy prvého rádu so zmiešanými priestorovými deriváciami
vyzerajú následovne,

Uij∂x(Vij∂yφ
n
ij) ≈ ([Uij ]

+∂−x + [Uij ]
−∂+

x )(Vij∂
κy
y φnij) ,

Vij∂y(Uij∂xφ
n
ij) ≈ ([Vij ]

+∂−y + [Vij ]
−∂+

y )(Uij∂
κx
x φnij) .

Vo vyššie uvedených vzt’ahoch [Uij ]
+ = min{0, Uij},[Uij ]− = max{0, Uij} a

analogicky [Vij ]
+ = min{0, Vij},[Vij ]− = max{0, Vij}.

Zavedieme si značenie Courantových č́ısel pre x-ový smer,

Cxij =
τUij
h

,

a analogicky pre y-ový smer,

Cyij =
τVij
h

.

Potom numerická schéma (57) pre napr. κx = 0 a Uij > 0 a κy = 0 a Vij < 0,
bude vyzerat’ následovne,

φn+1
ij = φnij −Cxij(φnij−φni−1j)−C

y
ij(φ

n
ij+1−φnij)−Cxij0.25((φni+1j−φni−1j)−(φnij−φni−2j)) +

+Cyij0.25((φnij+2−φnij)− (φnij+1−φnij−1))− [Cxij ]
20.25(−(φni+1j−φni−1j) + (φnij−φni−2j))−

− [Cyij ]
20.25(−(φnij+2−φnij) + (φnij+1−φnij−1))−CxijC

y
ij0.25(−(φnij+2−φnij) + (φnij+1−φnij−1))−

− CyijC
x
ij0.25(−(φni+2j − φnij) + (φni+1j − φni−1j)) . (58)

Takýmto spôsobom dostávame plne explicitnú schému druhého rádu, pod-
mienečne stabilnú pre Cxij , C

y
ij ∈ [−1, 1] a κx, κy ∈ [−1, 1].
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6 Numerické experimenty

V tejto časti ukážeme zrealizované experimenty z niektorých tematických okru-
hov. Všetky experimenty boli realizované v prostred́ı Matlab a funkcie boli na-
programované samostatne.

6.1 Experiment č.1

Ciel’om experimentu bolo zistit’ resp. ukázat’ vyšš́ı rád konvergencie numerickej
schémy vyššieho rádu na výpočet vzdialenostnej funkcie v porovnańı s nume-
rickou schémou prvého rádu. Poč́ıtali sme vzdialenostnú funkciu ku krúžku s
polomerom 0.25 a stredom v bode (0.5, 0.5). Vel’kost’ oblasti je [0, 1]× [0, 1].

Obr. 11: Exaktná vzdialenostná funkcia(červená), vzdialenostná funkcia
vypoč́ıtaná numerickou schémou prvého rádu (sivá) a vzdialenostná funkcia
vypoč́ıtaná numerickou schémou druhého rádu (čierna) pre h = 0.04.

h uh − u EOC

0.04 0.000564 -
0.02 0.000139 2.0280
0.01 0.000038 1.8494

0.0050 0.000010 1.9359
0.0025 0.000003 1.8874

Tabul’ka 1: Tabul’ka hodnôt pre numerickú schému druhého rádu
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h uh − u EOC

0.04 0.005730 -
0.02 0.002726 1.0508
0.01 0.001328 1.0267

0.0050 0.000654 1.0149
0.0025 0.000324 1.0079

Tabul’ka 2: Tabul’ka hodnôt pre numerickú schému prvého rádu

6.2 Experiment č.2

Ciel’om experimentu bolo zistit’ resp. ukázat’ vyšš́ı rád konvergencie numeric-
kej schémy vyššieho rádu na riešenie lineárnej rovnice advekcie v porovnańı s
numerickou schémou prvého rádu a taktiež ukázat’ vplyv presnosti numeric-
kej schémy na rekonštrukciu interfejsu. Z experimentov sme zistili, že metóda
druhého rádu dáva výrazne lepšie výsledky rekonštrukcie interfejsu ako metóda
prvého rádu. Počiatočná podmienka bola vzdialenostná funkcia k interfejsu

v tvare ṕısmena Y a tzv. single vortex vektorové pole definované ako
−→
W =

2 cos(πt8 )(− sin2(πx) sin(πy) cos(πy), sin2(πy) sin(πx) cos(πx)). Okrajová podmien-
ka je rovná hodnotám počiatočnej podmienky. Vel’kost’ oblasti je [0, 1]× [0, 1].

(a) Počiatočná podmienka (b) Zrekonštruovaný interfejs ΓV (modrá),
Γε(čierna) a level set funkcia v čase najväčšej

deformácie vypoč́ıtaná pomocou schémy druhého
rádu

Obr. 12
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(a) Interfejs Γε a level set funkcia v čase najväčšej
deformácie vypoč́ıtaná pomocou schémy prvého

rádu

(b) Počiatočný interfejs Γ(červená),
zrekonštruovaný interfejs ΓV (modrá), Γε(čierna) v

konečnom čase druhého rádu

(c) Pribĺıženie k trojnému bod (čierny
krúžok)

Obr. 13
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h uh − u EOC

0.04 0.022973 -
0.02 0.006061 1.8953
0.01 0.001614 1.8776

Tabul’ka 3: Tabul’ka hodnôt pre numerickú schému druhého rádu

h uh − u EOC

0.04 0.025668 -
0.02 0.012425 1.0329
0.01 0.006459 0.9619

Tabul’ka 4: Tabul’ka hodnôt pre numerickú schému prvého rádu

6.3 Experiment č.3

V tomto experimente sme sa pokúsili zrekonštruovat’ viacfázový interfejs ΓV
pomocou VIIM metódy. Porovnáme výsledky rekonštrukcie interfejsu pomocou
numerickej schémy prvého rádu a druhého rádu na výpočet vzdialenostných
funkcíı d1, d2, d3. Z experimentov sme zistili, že numerická schéma druhého rádu
dáva významne lepšie výsledky rekonštrukcie interfejsu. Náš interfejs obsahuje
dva trojné body, je to krúžok so stredom v (0.5, 0.5) a polomerom (0.2, 0.2)
rozdelený zvislou čiarou na dve časti. Priestorový krok je 0.02 a vel’kost’ oblasti
je [0, 1]× [0, 1].

28



(a) Pôvodný interfejs Γ(čierna),interfejs Γε(sivý) a
vzdialenostná funkcia

(b) Pôvodný interfejs Γ(čierna), zrekonštruovaný interfejs
ΓV (modrá) pomocou schémy 2 rádu a zrekonštruovaný

interfejs ΓV (červená) pomocou schémy 1 rádu

(c) Pribĺıženie k hornému trojnému bodu (d) Pribĺıženie k dolnému trojnému bodu

Obr. 14
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6.4 Experiment č.4

V tomto experimente sme sa pokúsili zrekonštruovat’ netriviálny viacfázový in-
terfejs ΓV pomocou VIIM metódy. Porovnáme výsledky rekonštrukcie interfejsu
pomocou numerickej schémy prvého rádu a druhého rádu na výpočet vzdiale-
nostných funkcíı d1, d2, d3. Z experimentov sme zistili, že numerická schéma
druhého rádu dáva významne lepšie výsledky rekonštrukcie interfejsu. Náš in-
terfejs považujeme za netriviálny Voronoi Diagram obsahujúci až 4 trojné body.
Priestorový krok je 0.01 a vel’kost’ oblasti je [0, 1]× [0, 1].
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(a) Pôvodný interfejs Γ(čierna),interfejs Γε(sivá) a
vzdialenostná funkcia

(b) Pôvodný interfejs Γ(čierna), zrekonštruovaný interfejs
ΓV (modrá) pomocou schémy 2 rádu a zrekonštruovaný

interfejs ΓV (červená) pomocou schémy 1 rádu

Obr. 15
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(a) Pribĺıženie k hornému pravému
trojnému bodu s ostrým uhlom

(b) Pribĺıženie k hornému l’avému
trojnému bodu s tupým uhlom

Obr. 16
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7 Záver

V práci sme sa zaoberali rekonštrukciou interfejsu zo vzdialenostnej funkcie bez
znamienka a uviedli sme viaceré možnosti rekonštrukcie. Viacfázový interfejs
sa vyskytuje často v praxi a jeho rekonštrukcia má významné aplikácie pri
sledovańı dynamického vývoja interfejsu.

Implementovali sme rekonštrukciu rozhrania pomocou VIIM metódy [3] a na
vylepšenie výsledkov rekonštrukcie sme navrhli numerickú schému 2. rádu na
výpočet vzdialenostnej funkcie s využit́ım metódy extrapolácie [1,6] a konečnej
diferencie 2. rádu [5]. Porovnali sme vplyv výpočtu vzdialenostnej funkcie nu-
merickými schémami 1. a 2. rádu na rekonštrukciu interfejsu a zistili významný
vplyv na výsledok rekonštrukcie.

Implementovali sme plne explicitnú schému 2. rádu presnosti na výpočet
lineárnej rovnice advekcie s využit́ım konečných diferencíı v [7]. Porovnali sme
vplyv výpočtu numerickými schémami 1. a 2. rádu na sledovanie pohybujúceho
sa interfejsu a zistili sme že to má dôležitý dopad na výsledok rekonštrukcie
interfejsu a numerická schéma vyššieho rádu je jednoznačne lepšia. Navrhli
sme použ́ıvat’ vzdialenostnú funkciu k exaktným priesečńıkom interfejsu [2] ako
počiatočnú podmienku na riešenie lineárnej rovnice advekcie, ktorá dáva lepšie
výsledky rekonštrukcie v bĺızkosti trojného bodu.

Navrhli sme iný pŕıstup ako [3] na určenie hodnôt indikačnej funkcie v
d’aľsom časovom kroku, ktorý považujeme za elegantneǰśı a menej výpočtovo
náročný.
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