10.4 Metrické ulohy v Mongeovej projekcii
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Sklapanie premietacej roviny priamky

V Mongeovej projekcii (podobne ako v kdtovanom Sklopenie je Specialny pripad otocenia, kedy je uhol
premietani) rieSime niektoré typy uloh pre priamku vo otocenia 90°. Sklopenu polohu priamky ziskame sklopenim
vSeobecne]j polohe pomocou skldapania premietacej roviny dvoch jej roznych bodov. Sklopené polohy bodov

priamky do priemetne. Je mozné takto urcit dizku tsecky oznadujeme zatvorkami napr. (F). Utvary v sklopenej

na priamke, ¢i uhol, ktory zviera priamka s priemetnou. polohe budeme vyznacovat bodkociarkovanou ciarou.

Sklapanie 1. premietacej roviny !A°

) ) e 1A9-1. premietacia rovina priamky a, A? | 7,
priamky a do priemetne 7

* a,—os otacania roviny A9,
Sklapanie bodu N
* k—kruZnica ota¢ania bodu N, k(N,, r = |zN]),
* N, —stred otacania bodu N,
* r=|zN| — polomer otacania bodu N,
* @-—rovina otacaniaboduN,kc o w1l a,,

* (N)—sklopena poloha bodu N.

Sklapanie bodu P
* KedZe bod P lezi v priemetni 7z (zP=0),
zostava pri sklapani na mieste: P, = (P).

* (a) =(P)(N) — sklopena poloha priamky a.

Poznamka: Bod A priamky a sa pri skldpani otdca po kruZnici, ktorej polomer
je z-ovd suradnica bodu A a stred leZi v pédoryse A,, analogicky pre bod B.
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Sklapanie premietacej roviny priamky

Analogickym spbsobom urcime skldpanie 2. premietace] roviny priamky do narysne, pricom osou otacania
je narys danej priamky a polomery otacania jednotlivych bodov priamky su ich y-ové suradnice.

Sklapanie 2. premietacej roviny 2A¢
priamky a do priemetne v e 2)2-2. premietacia rovina priamky a, 2A? | v,

* a,— os otacania roviny 2A9,
Sklapanie bodu P
* k- kruZnica otacania bodu P, k(P,, r = |y"]),
e P,—stred otacania bodu P,
* r=]y?| —polomer otaéania bodu P,
* O—rovina otacaniaboduP,kc 4, 6L a,,

* (P) - sklopend poloha bodu P.

Sklapanie bodu N
» KedZe bod N lezi v priemetni v(yN=0),
/4 zostava pri sklapani na mieste: N, = (N).

* (a) =(P)(N) — sklopena poloha priamky a.

Poznamka: Bod A priamky a sa pri skldpani do ndrysne otdca po kruznici,
ktorej polomer je y-ova suradnica bodu A a stred leZi v naryse A,, analogicky
pre bod B.
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Urcenie dlzky usecky
V nasledujicom priklade vyuzijeme skldpanie premietacej roviny na uréenie dizky usecky, ktord je
vzhladom na priemetne vo vSeobecnej polohe. Ukazeme niekolko mozZnosti rieSenia.

Priklad 10.18: V Mongeovej projekcii uréte dizku Usec¢ky AB na priamke a.

1. mozZnost:
Ulohu vyrie$ime sklopenim 1. premietacej
roviny priamky a do podorysne.

Postup:

1. Bodom A, vedieme kolmicu na pédorys a,
priamky a. Na tuto kolmicu nanesieme z-ovu
suradnicu z” bodu A. Ziskame sklopenu
polohu (A) bodu A.

2. Analogicky zostrojime sklopenu polohu (B)
bodu B.

3. Spojenim bodov (A) a (B) ziskame sklopenu
polohu (a) priamky a. Use¢ka (A)(B) uréuje
velkost usecky AB.

Poznamka: Body (A) a (B) leZia v tej istej polrovine
vzhladom na a,, lebo z* a z8 maju rovnaké znamienko.

Poznamka: V bode, kde priamka a, pretina priamku
(a), leZi pédorysny stopnik priamky a. Jeho pédorys

P, a sklopend poloha (P) su totoZné.
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Uréenie dizky usecky
Priklad 10.18: V Mongeovej projekcii uréte dizku usecky AB na priamke a.

[a] 2. moznost:
(8] i Ulohu vyrie$ime sklopenim 2. premietacej
e roviny priamky a do narysne.

Poznamka: KedZe v obrdzku budu zndzornené dve
sklapania do réznych priemetni, rozliSime ich pouZzitim
iného typu zdtvoriek.

Postup:

1. Analogicky ako v predchadzajucom postupe
zostrojime sklopené polohy [A], [B] bodov
A, B do narysne s vyuzitim ich y-ovych
suradnic.

2. Spojenim bodov [A] a [B] ziskame sklopenu
polohu [a] priamky a do narysne. Usecka
[A][B] urcuje velkost usecky AB.

Poznamka: Body [A] a [B] opdt leZia v tej istej
polrovine vzhladom na a,, lebo y* a y® maju rovnaké
znamienko.

Poznamka: V bode, kde priamka a, pretina priamku
[a], leZi ndrysny stopnik priamky a. Jeho ndrys N, a
sklopenad poloha [N] su totozné.
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Uréenie dizky usecky
Priklad 10.18: V Mongeovej projekcii uréte dizku Usecky AB na priamke a.

3. mozZnost:
Ulohu vyrie$ime sklopenim 1. premietacej
roviny priamky a do urovne bodu A.

Postup:

1. Bodom A vedieme rovinu z'(Uroven),
rovhobeznu s podorysnou 7z, ktorej narysom
je priamka 7.

2. Sklapanie do Urovne bodu A znamena, ze
sklapame do roviny z’. Sklopena poloha (A)
bodu A je teda totoZna s priemeteom A;.
Bod B sklopime o rozdiel z-ovych suradnic
bodov B a A.

3. Spojenim bodov (A) a (B) ziskame sklopenu
polohu (a) priamky a. Use¢ka (A)(B) uréuje
velkost usecky AB.
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Uréenie dizky usecky — $pecialne pripady

V Specialnych pripadoch, ked' je usecka kolma na niektoru priemetnu alebo je s nou rovnobezna ci

rovnobezna s osou x, vieme urcit dlzku usecky priamo z jej prislusného priemetu bez vyuzitia sklapania
premietacej roviny.

Priklad 10.19: V Mongeovej projekcii uréte dizku isecky AB.

a) AB||x — |AB|=|A,B,] b) AB||v — |AB|= |A,B,] c) AB||x — |AB|=|A,;B,]
A, B, — |AB|= |A,B, |
. .
A o )BZ
|AB|
X1,
A X
1 X5 - |aB| w2
® ® AL
o2
d) ABL 7z ¢) ABLy °A,=B,
— |AB|= |A,B, | >|AB | — |AB|= |A;B,|
A X1,2
L '
: B2 |AB |
Xy, B,
¢ A =B,
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Odchylka priamky od priemetne
Pomocou sklopenia premietacej roviny priamky zistujeme tiez odchylku priamky od priemetne.

* je to uhol priamky a priemetne,

* t.].jeto uhol, ktory zviera priamka a jej kolmy priemet do tejto priemetne.

Vzhladom na dve premietne rozliSujeme odchylku priamky od podorysne a odchylku priamky od narysne.

Odchylka priamky a od podorysne 7 Odchylka priamky a od narysne v
¢ = 4(a, ) = 4(a, a;) = 4((a), a,) o =4(a, v) = 4(a, a,) = 4((a), a,)

/
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Priklad 10.20: V Mongeovej projekcii urcte odchylku priamky a = AB od poédorysne a narysne.

Odchylka ¢ priamky a od podorysne 7: ¢ = 4(a, 7)

Postup:
1. Ulohu riedime v sklopeni 1. premietacej
roviny priamky a do priemetne 7.

Poznamka: KedZe v tomto pripade je hodnota z*
kladnd a hodnota 28 zdapornd, leZia body (A) a (B) v
opacnych polrovinach vzhladom na priamku a,.

2.Hladany uhol ¢ je uhol priamok a, a (a) pri
vrchole P, = (P), pre ktory plati:

* @= zi(a, 71') = A(G, a1) = 5'((a)r al)-

Odchylka @ priamky a od narysne v: o = 4(a, v)

Postup:
1. Ulohu riedime v sklopeni 2. premietacej
roviny priamky a do priemetne v.

2. Hladany uhol @ je uhol priamok a, a [a] pri
vrchole N, = [N], pre ktory plati:

* w=4(a, v)=4(a, a,) = 4([a], a,).
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Odchylka roviny od priemetne

Kazda priamka roviny zviera s priemetriou nejaky uhol. Najvacsi uhol s priemetriou zviera spadova priamka.
Uréuje preto odchylku roviny od priemetne.
* je to uhol roviny a priemetne,

* t.j.je to uhol, ktory zviera spadova priamka roviny a priemetna.

Vzhladom na dve premietne rozliSujeme odchylku
roviny od podorysne a odchylku roviny od narysne.

Odchylka roviny & od poédorysne 7
— je to uhol spadovej priamky 1. osnovy roviny o
s podorysnou

0 =4(ar)=4(s%x)

Odchylka roviny & od narysne v

— je to uhol spadovej priamky 2. osnovy roviny
S narysnou

w=4(av)=4(3s%Vv)
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Priklad 10.21: V Mongeovej projekcii urcéte odchylku roviny & (pf, n5 ) od podorysne.

Odchylka ¢ roviny a od podorysne xje odchylka
spadovej priamky 1. osnovy roviny & od podorysne 7:

0 =4(a, )= 4(1s% x).

Uréime ju pomocou sklopenia 1. premietacej roviny
priamky 1s® do priemetne 7.

Postup:
1. Zostrojime priemety lubovolnej spadovej
priamky 1. osnovy roviny a.

2.Sklopime 1. premietaciu rovinu priamky 1s¢ do
podorysne.

3. Hladany uhol ¢ je uhol priamok s, a (1s%) pri
vrchole P, = (P), pre ktory plati:

¢ = 4(a, w) = 4('s%, ) = (1% 1s§) = 4(s7, (1s9)).
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Priklad 10.22: V Mongeovej projekcii urcéte odchylku roviny & (pf, 5 ) od narysne.

).

© Rickschlossova, Tereriova

Odchylka ¢ roviny ¢ od narysne vje odchylka
spadovej priamky 2. osnovy roviny @ od narysne v:

v =4(a, v) = 4(3s% v).

Uréime ju pomocou sklopenia 2. premietacej roviny
priamky 2s? do priemetne v.

Postup:
1. Zostrojime priemety lubovolnej spadove;j
priamky 2. osnovy roviny a.

2.Sklopime 2. premietaciu rovinu priamky 2s% do
podorysne.

3. Hladany uhol w je uhol priamok 2s, a (2s%) pri
vrchole N, = (N), pre ktory plati:

w=4(aq, v)=4(3% v) = 4(%s% 2s3) = 4(2s3, (3s%)).
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Priamka kolma na rovinu
Priamka kolma na rovinu je kolma na vSetky priamky roviny a preto je kolma aj na hlavné priamky oboch
osnov vratane stop roviny. Z vety o priemete pravého uhla vyplyva, ze:
» podorys priamky kolmej na rovinu je kolmy na pédorysnu
stopu roviny (a tiez na pédorys hlavnych priamok 1. osnovy): k; L pf¥ — (k; L *h%).

* narys priamky kolmej na rovinu je kolmy na narysnu stopu
roviny (a tieZ na narys hlavnych priamok 2. osnovy): k, L n§ — (k, 1 2h3).

Priklad 10.23: V Mongeovej projekcii zostrojte priamku
k kolmu na rovinu e a incidentnu s bodom A, A € a.
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Priklad 10.24: V Mongeovej projekcii zostrojte priamku k kolmu na rovinu e a incidentnd s bodom A, A eq.
Na kolmicu k naneste dizkud = 5 cm.

a) alnx by alv EQz

a
h,

o>
*/
0
<
A
N

o = pf a N, .l
d Q A
vV,
a

Postup: P1
KedZe rovina « je kolma na pddorysnu, kolmica Postup:
na nu je s pédorysnou rovnobezna. Preto sa Priklad rieSime analogicky ako v pripade a).
prisluéna dizka v pddoryse na tejto kolmici Tentoraz je zachovana dizka na priemete kolmice
zachovi, t.j. |A;V,|=d=5cm. v ndryse, t.j. |A,Q,|=d =5cm.
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Priklad 10.25: V Mongeovej projekcii zostrojte priamku k kolmu na rovinu trojuholnika ABC, ktora inciduje

s jeho taziskom T.

© Rickschlossova

Postup:
1. TaZisko T trojuholnika ABC ma podorys T, v
taZisku A A,B,C,; a narys T, v taZisku A A,B,C,.

2.Bodom T, vedieme pédorys hlavnej priamky
druhej osnovy 2h, roviny A ABC rovnobeZne so
zakladnicou x; ,.

3. Narys 2h, odvodime pomocou priesecnika Q so
stranou AB trojuholnika: 2h, = T,Q, .

4.Analogicky, bodom T, vedieme narys hlavne;j
priamky prvej osnovy h, roviny A ABC
rovnobezne so zakladnicou x; ,.

5.Pddorys h; odvodime pomocou priesec¢nika H
so stranou AC trojuholnika: th, =T,H, .

6. Podorys k, kolmice vedieme bodom T, kolmo
na hlavnu priamku prvej osnovy: k, L h,.

7.Narys k, kolmice vedieme bodom T, kolmo na
hlavnu priamku druhej osnovy: k, L 2h,.

8.Viditelnost kolmice k vzhladom na A ABC
urc¢ime v pdédoryse pomocou krycich bodov I,=
Il; a v naryse pomocou bodov i, =1V, .
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Rovina kolma na priamku

Opacnou ulohou ako zostrojit priamku kolmu na rovinu je zostrojit rovinu, ktora je kolma na danu
priamku. Pri rieSeni opat vyuZzivame dosledok vety o priemete pravého uhlat. j., Ze sa zachova pravy uhol
medzi priemetmi hlavnych priamok hladanej roviny a priemetmi danej priamky, na ktoru je rovina kolma.

Priklad 10.26: V Mongeovej projekcii zostrojte stopy roviny p, ktora prechadza bodom M a je kolma na
priamku f. Bod a priamka su dané zdruzenymi priemetmi.

p ny
2
h £

fi

i “p?
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Postup:

1.V podoryse a naryse zostrojime hlavné
priamky prvej a druhej osnovy roviny p
prechadzajuce bodom M:

th?; M, € *h{ *h? L f,,

1 0. 1P 1pP
hy; M, € *hy, *h; ||X1,z,

2h5: M, € 2h%, 2h5 L f,,

p. P 2P
2hy; M, € 2hy, 2hy || X1 -

2. Stopy roviny p prechadzaju prislusnymi
stopnikmi P a N hlavnych priamok:

pt; Py € py, Pt || *hY,

p. P nP || 2hP
ny; N, € ny, ny || 2h5.
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Vzdialenost bodu od roviny

Priamka kolma na rovinu sa tieZ vyuziva v Ulohach, kde je potrebné zistit vzdialenost daného bodu od

roviny. Postupujeme pri tom nasledovnym sp6sobom: M k
1. Bodom M zostrojime priamku k kolmu na rovinu a. a
2. Urcime priesecnik R kolmice k a roviny a. R
|MR[=|M¢|

3. Ur¢ime dizku use¢ky |MR| =|Ma|.

Priklad 10.27: V Mongeovej projekcii urcte vzdialenost
bodu M a roviny a.

a) alx n¢ b) «a||x

k M R,

2 2 P
— O

X1,2 Rl. X1'2
a
M, i
k, IMa| .
P1=

Postup: Postup:
Podla odporuceného postupu zostrojime bodom  PririeSeni je vyhodné pouZit bokorysnu, do ktorej sa
M kolmicu k na rovinu @ a najdeme ich rovina & premietne ako priamka a bude tak mozné
priesecnik R. Vzdialenost bodu M od rovinya je odmerat vzdialenost bodu M od roviny a priamo:
mozné odmerat priamo v pddoryse: |M;R;|=| MR |=| M| .

|[MyR,|=|MR|=|Me|.
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Priklad 10.27: V Mongeovej projekcii urcte vzdialenost bodu M a roviny a.

c) Rovina & je vzhladom na priemetne vo vSeobecnej polohe.

Pri rieSeni opéat pouzijeme postupnost jednoduchych
krokov ako v predchadzajucich pripadoch:

Postup:
1.Bodom M zostrojime kolmicu k na rovinu a.

2. PrieseCnik R kolmice k a roviny & zostrojime
pouzitim metddy krycej priamky napriklad
podoryse.

3. Dizku Usec¢ky MR, ktora predstavuje
vzdialenost bodu M od roviny &, uréime v
sklopeni napriklad prvej premietace;j
roviny kolmice k v poédoryse:

[ (M)(R)|=|MR|=[Mg|.
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Otacanie roviny do priemetne

V Mongeovej projekcii sa stretdvame Casto s potrebou riesit Ulohy v rovine. Ide o zostrojenie a zobrazenie Utvaru, ktory
v danej rovine lezi alebo urcenie skutocnej velkosti Ci tvaru rovinného utvaru, ktorého obraz uz pozname. Pre rovinu,
ktora nie je rovnobezna s priemetnou, rieSime takéto ulohy pomocou otocenia roviny do priemetne.

Vzhladom na dve priemetne v Mongeovej projekcii, méZzeme otacat rovinu okolo jej poédorysnej stopy do podorysne
alebo okolo jej narysnej stopy do narysne. Uvedieme otacanie roviny, ktora je kolma na podorysnu alebo na narysnu.
Postupujeme pri tom nasledovnym sp6sobom:

Otacanie roviny a 1 v do podorysne 7 Otocenie bodu A € a do poédorysne 7
 Acls? A elsy

* p?% -os otacania,

* k -kruznica otacania bodu A,

k (P, r=[PAJ),

lezi v rovine rovnobezZnej s narysnou v,

* P -stred otdcania bodu A,

* r - polomer otacania bodu A,

T « A, -otoCend poloha bodu A,

12 _ 10
Ay sy = sy,

D4 sa ukazat, Ze medzi pé6dorysmi bodov roviny a a ich oto¢enymi polohami do pédorysne je vztah perspektivnej
afinity, ktorej osou je stopa roviny p#a smer urcuje dvojica odpovedajucich si bodov A,, A,. Tuto afinitu v rovine
mobzeme vyuZit pri otacani dalsich bodov roviny a naopak, pri ziskavani obrazov bodov z otocenia.
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Otacanie roviny a L v do p6édorysne 7

KruZnice, po ktorych sa pohybuju body pri otacani roviny, lezia v rovinach rovnobeznych s narysnou.
Preto sa v naryse neskresluju a vieme ich priamo zostrojit.

UkdZeme, ako zostrojit kruZnicu otacania bodu A a jeho otocenu polohu A, v ndkresni:

O ﬁ(# -5 1 1.
/4
p{ - os afinity
Postup:
1. Doplnime priemet A, bodu A a zostrojime priemety 3.0tocena poloha A, lezinals, =1s, .
spadovej priamky 1s%, ktora nim prechadza vratane
priemetov jej stopnika P. 4.0sou p% a dvojicou A,, A, je uréend

perspektivna afinita medzi otoCenymi
polohami bodov roviny a a ich prvymi
priemetmi.

2.Zostrojime v naryse kruznicu k otacania bodu A
a jeho otocenu polohu Agy,: k, ; k,(P,, r =|P,A,|),

Aoz Agz =Ky N Xy 5.
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Priklad 10.28: V Mongeovej projekcii zobrazte rovnostranny trojuholnik ABC v rovine a, ktora je kolma na
narysnu. Dané su body A, B.

Pri rieSeni pouzijeme otacanie roviny a do
............................................................ podorysne 7 okolo stopy p“.

Postup:

1. Otocenu polohu A, bodu A zostrojime
postupom opisanym na predchadzajucej
snimke.

2.Pomocou afinity (p% A,, A,) urCime bod B,
V otocenej polohe zostrojime rovnostranny
trojuholnik. Uloha ma dve riedenia:

AAB,C, a AAB,D,.

3. Pomocou afinity v opacnom smere zobrazime
body C,, D,. V naryse doplnime body C,, D,

1.0_ 1.a
S1 =S

Pozndmka: Utvary v otocenej polohe budeme vyznacovat
bodkociarkovanou Ciarou (rovnako ako v sklopenej polohe).

py - os afinity
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Otacanie roviny a L 7 do narysne v

Rovinu, ktora je kolma na podorysnu 7z, otaCame do ndrysne okolo jej narysnej stopy n% analogickym
sposobom ako sme otacali rovinu komu na narysnu do podorysne.

Otacanie roviny a 1. 7 do podorysne v Otocenie bodu A € a do narysne v

na
 Ac?? A, e

R * n2 -osotaéania,

* k -kruznica otacania bodu A,
k(N,r=|[NAJ),

lezi v rovine rovnobezZnej s rovinou 7,

_ * N -stred otacania bodu A,

* r - polomer otacania bodu A,

px * A, -otocend poloha bodu A,

7 A, € %52 = 252,

D4 sa ukazat, Ze medzi narysmi bodov roviny a a ich oto¢enymi polohami do néarysne je vztah perspektivnej afinity,
ktorej osou je stopa roviny n#a smer urcuje dvojica odpovedajucich si bodov A,, A,. Tuto afinitu v rovine v mézeme
vyuZit pri otacani dalsich bodov roviny a naopak, pri ziskavani obrazov bodov z otocenia.
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Otacanie roviny a L 7 do narysne v

KruZnice, po ktorych sa pohybuju body pri otacani roviny, leZia v rovinach rovnobeznych s podorysnou.
Preto sa v podoryse neskresluju a vieme ich priamo zostrojit.

UkdZeme, ako zostrojit kruZnicu otacania bodu A a jeho otocenu polohu A, v ndkresni:

ny - os afinity

2¢2 _ 24
Ao /<] A, 'si=%s

2 :.

R
A01
k, 20 pa—__
*si=pf . 1
Postup:
1. Doplnime priemet A; bodu A a zostrojime priemety 3.0tocena poloha A, lezinals, =1s, .

spadovej priamky 2s%, ktora nim prechadza vratane

priemetov jej stopnika N. 4.0sou n% a dvojicou A,, A, je uréend

5 7 . 5 Krusnicu k otééania bodu A perspektivna afinita medzi otoCenymi
. (?strOJlmevv plo oryse kruznicu k otacania bodu polohami bodov roviny a a ich druhymi
a jeho otocenu polohu Agy,: k; ; ky(N,, r =|N,A,|), oriemetmi.

Agy; Agyr =Ky N Xy,
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Zobrazenie kruznice

Priemetom kruznice, ktora lezi v rovine rovnobeznej s priemetnou, je zhodna kruznica, ktorej stred je
priemetom stredu danej kruznice.

Priemetom kruznice leZiacej v rovine kolmej na priemetriu je tseéka, ktorej dizka je rovnaka ako
priemer kruznice a jej stred je priemetom stredu kruznice.

Nech rovina & kruZnice k(S, r) je rovnobezina s
podorysniou a teda zadroven kolma na narysnu. Situacia v nakresni:

Pre priemety kruznice plati:

* pobdorys kruZznice k je kruZnica k,(S,, r),
* narys kruznice k je usecka k, dizky 2r.
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Zobrazenie kruznice

Priemetom kruznice, ktora lezi vzhladom na priemetnu vo vSeobecnej rovine (s odchylkou ¢ (0, 90°)),
je elipsa. Stred elipsy je priemetom stredu kruznice. Hlavna os elipsy lezi na priemete hlavnej priamky
roviny prechadzajucej stredom kruznice. Dizka hlavnej polosi je a = r. Vedlajsia os elipsy lezi na
priemete spadovej priamky danej roviny a jej dizka je b =r - cos 0.

Priklad 10.29: V Mongeovej projekcii zobrazte kruznicu k leziacu v rovine e, ktora je kolma na narysnu.
Dany je stred S a polomer r = 2,5 cm kruznice.

—_ —_ a
S;=0=n

Postup:

1. Narysom kruznice k je usecka
k,=C,D, so stredom S, a dizkou 2r,
ktora lezi na s, =a,=ny .

2.Pddorysy C,, D, odvodime z narysu,
leZia na pédoryse s, spadove;j
priamky s, S, € s;, 5, L pf
Su to vedlajsie vrcholy elipsy a plati:
b=|D;S;|=]S,C,|.

3. Pddorysom kruznice k je elipsa k;,
ktorej hlavna os lezi na hlavnej
priamke h;, S; € hy, h, || p§

Pre hlavné vrcholy A,, B, plati:
A; € hy, By € hy, [AS,|=]|5,B,] =r.
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