10.3 Polohové ulohy v Mongeovej projekcii
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Vzajomna poloha dvoch priamok
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Zobrazenie dvojice rovnobeznych priamok

Dve rovnobezné priamky, ktoré maju vSeobecnu al|lb — a.l|l b, a, .
polohu vzhladom na priemetne a nemaju spolo¢nu 2
premietaciu rovinu, sa zobrazia do rovnobeznych — a, || b,

priamok v pédoryse aj v naryse. Je to dosledok toho,

Ze ich prislusné premietacie roviny su rovnobezné. N

Ak rovnobezky urcujua spolocnu
premietaciu rovinu (kolmu na
podorysnu alebo narysnu), tak su
aj ich prislusné priemety
(p6dorysy alebo ndrysy) totozné.

Ak su rovnobezky kolmé na podorysnu
(ndrysnu), tak ich podorysom (narysom)
su dva body a ich narysy (p6dorysy) su
kolmé na zakladnicu x.

Ak su rovnobezky kolmé na podorysnu
a, b, (ndrysiiu), a maju spoloénu
premietaciu rovinu, tak su totozné aj
ich prislusné priemety (priamky).

Xl 2 .
] X .
12 :
1 oa, a,=b, ¢
b
)
a,o X1,2 |
: éa
R |
S 1 1 : =
X1,2 X1, a,= b,
b ’ é b,
a,=b, a, b,
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Zobrazenie dvojice roznobeznych priamok

Dve roznobezné priamky, vo vSeobecnej anb=R a,
polohe vzhladom na priemetne, ktoré nemaju

spolo¢nu premietaciu rovinu, sa zobrazia do —> a;Nn b, =R,

dvoch r6znobeznych priamok v pédoryse aj v
naryse. Priesecniky ich prvych a druhych

: .. . ., X1,2
priemetov leZia na spolocnej ordinadle. — RR, L Xy, !
Ak su prvé (druhé) premietacie Ak je jedna z r6znobeziek kolma na
roviny réznobeziek totozné, tak ich podorysiu (narysnu), tak jej podorysom
podorysom (narysom) su totozné (ndrysom) je bod leziaci na podoryse
priamky. (naryse) druhej priamky.

R6znobezky, z ktorych jedna je kolma
na podorysnu a druha na ndrysnu, sa
premietnu do jednej priamky kolmej
na zakladnicu x.
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Zobrazenie dvojice mimobeznych priamok

Dve mimobezné priamky, vo vSeobecnej Spoloény bod pddorysov a,, b,
polohe vzhladom na priemetne, sa zobrazia priamok a, b je p6dorysom dvoch
do dvoch réznobeZnych priamok v pddoryse ~ roznych bodovA € a,B € b.

aj v naryse. Priesecniky ich prvych a druhych  Spolocny bod narysov a,, b, je

priemetov nelezia na spolo¢nej ordinadle. narysom dvoch réznych bodov
CeaDeb.

Ak su prvé (druhé) premietacie
roviny mimobeZiek rovnobezné, tak
ich p6dorysom (ndrysom) su dve
rovnobezky a narysom (podorysom)
dve r6znobezky.

Ak je jedna z mimobezZiek kolma na
podorysiu (narysiu), tak jej pédorysom
(ndrysom) je bod, ktory nelezi na
pddoryse (naryse) druhej mimobezky.

Mimobezky, z ktorych jedna je kolma
na podorysnu a druha na narysnu, sa
premietnu nasledovne:

ob,

¢ a, b,
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Urcenie viditelnosti pomocou krycich bodov

Pri zobrazeni mimobeZnych priamok a a b v Mongeovej projekcii priese¢nik podorysov, t. j. bod A, = B,,
a priesecnik narysov, t. j. bod C, = D,, nelezia na jednej ordinale. Nazyvame ich krycie body a maju

vyznam pri ur¢ovani viditelnosti.

Poznamka: Urcovanie viditelnosti pouZijeme pri
zobrazovani vzdajomnej polohy utvarov v priestore (napr.
prienik dvoch trojuholnikov) a pri zobrazovani telies.

© Ruckschlossova, Terenova

Viditel'nost v podoryse:
Podorys je pohlad zhora, preto je viditelny ten bod,
ktory je ,vyssie“, t. j. ma vacsiu z-ovu suradnicu.

Z narysov bodov A a B je zrejmé, Ze bod B je vyssSie
nez bod A a ,,zakryva® ho pri pohlade zhora.

* A, =B, -krycibod, (A € a,B e b)

 2z8 < zA — viditelny je bod B na priamke b
Viditelnost v naryse:

Narys je pohlad spredu, preto je viditelny ten bod,

ktory je ,viac vpredu®, t. j. ma vacsiu y-ovu
suradnicu. _ L _

Z podorysov bodov Ca D je zrejmé, ze bod C je pred
bodom D a ,,zakryva“ ho pri pohlade spredu.

e C,=D,-krycibod, (Cca,D € b)

* y¢ > yP > viditelny je bod C na priamke a
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Priklad 10.9: Dana je priamka a = (a,, a,) a bod B = (B,, B,). Zobrazte priamku b, ktora prechadza bodom B,
je roznobezna s priamkou a a rovnhobezna s narysnou.

Postup:

1. V pripade, Ze priamka je rovnobezna s
narysnou, jej pédorys je rovnobezny so
zakladnicou x; ,:

by; B, € by, b, || X1,

2. Je zrejmé, ze ak su priamky a a b r6znobezné,
maju spolocny bod:
R, Ry, by Nna, =R,
R, — R, €a,
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Priklad 10.10: Dana je priamka a = (a,, a,) a bod M = (M,, M,). Zobrazte stopy roviny e, ktora je uréena
priamkou @ a bodom M, a = (a, M).

Postup:
1. Vrovine @ zostrojime priamku b, ktora
prechadza M a je rovnobezZna s priamkou a:

b;; M, € by, b, || a,,
b,; M, € b,, b, || a,.

2. Zostrojime podorysné a narysné stopniky
priamok a a b.

3. Zostrojime stopy roviny & :
p{=P;Py,

nZ=NJIN2.

Poznamka: Stopy roviny a sa pretinaju v spolo¢nom
bode na zdkladnici x, ,.
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Priklad 10.10: Dana je priamka a = (a,, a,) a bod M = (M;, M,). Zobrazte stopy roviny ¢, ktora je uréena
priamkou @ a bodom M, a = (a, M).

b)

Z polohy priamky a, ktora je rovhobezna so
zakladnicou, je zrejmé, Ze rovina «, v ktorej
lezi, musi byt tieZ rovnobeznd so zakladnicou.
Nasledne budu rovnobezné so zakladnicou aj
stopy roviny a.

Postup:

1. Vrovine @ zostrojime priamku b,
ktora prechadza bodom M a je
réznobezna s priamkou a:

b;;M; € by, b,na;=R,,

2. Zostrojime stopniky priamky b.

3. Zostrojime stopy roviny « :

a.pb a La
pl,P1€p1,p1||X1’2.

a. nb a .0
ng; Ny e ng ny|| X1
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Priklad 10.10: Dana je priamka a = (a,, a,) a bod M = (M;, M,). Zobrazte stopy roviny ¢, ktora je uréena

priamkou @ a bodom M, a = (a, M).

Podla situacie v naryse, kde bod M, inciduje s priamkou a,,
je zrejmé, ze bod M lezi v 2. premietacej rovine priamky a,

t.j. rovina a = (a, M) je rovina kolma na narysnu.

© Ruckschlossova, Terenova

=

Postup:
1. Narysna stopa aj narys celej roviny
su totozné s narysom a, priamky a:

ng; a,=ng= o,
2. P6dorysna stopa roviny prechadza

podorysnym stopnikom priamky a a je
kolma na zakladnicu x.

a.pfd a .a
p1rP1€p1:P1||X1,z-
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Vzajomna poloha dvoch rovin
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Zobrazenie dvoch rovnobeznych rovin

Pri zobrazeni rovnobeznych rovin vychadzame z poznatku, Ze ak dve navzajom rovnobezné roviny
pretinaju tretiu rovinu (pddorysnu, narysnu), tak ich priesecnice s nou su navzdjom rovnobezné priamky.

Pre rovnobezné roviny awa Bz toho vyplyva, Zze pddorysna stopa p# bude rovnobezina s podorysnou
stopou p# a nadrysnd stopa n? bude rovnobeZnd s ndrysnou stopou n”.

B
a |l B —p&llp? ng | n

Poznamka: Z rovnobeznosti pédorysnych (ndrysnych)
stop vyplyva, Ze priemety hlavnych priamok 1.osnovy p?
(2.0snovy) su tieZ navzdjom rovnobezZné.

! plﬂ
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Priklad 10.11: Zobrazte stopy roviny f, ktora je rovnobeina s rovinou a (pg, n§) a inciduje

s bodom Q(Q,, Q,).

a) a_
"fz B l2= %

Q,
N N
()
Q,
Ji4 a
P, P

Rovina « je kolma na narysnu, preto bude
kolma na narysiu aj rovina S.

Postup:
1.n;Q, € "zﬂr"f || nZ, "iB= B

2. PiB} PiBJ- X1,2:

© Rickschlossova

b)

Ulohu vyrie§ime pomocou hlavnej priamky
1.osnovy roviny S, ktorej podorys je
rovnobezny s pédorysnou stopou roviny a.
Postup:

1. *h{; Q, < *hf, *hy|l P

2. lhf; Q, € 1h£ 1hiB” X1,2-

3. Ny, Ny; th¥n x,, =N, N; — N, € th)

4. nf;Nzenf,ann;‘.

5. p; p2|| p2
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Priklad 10.11: Zobrazte stopy roviny f, ktord je rovnobeZina s rovinou a (1s7, 1s5’) a inciduje

s bodom Q(Q,, Q,).

c) Pri rieSeni ulohy vychadzame z poznatku, ze v
navzajom rovnobeznych rovinach su aj ich prislusné
osnovy spadovych priamok navzajom rovnobezné.

Postup:
1. Zostrojime spadovu priamku 1.0snovy
v rovine B prechadzajucu bodom Q:

B.
1s1,Q, € lsﬁ 15iB” Isy,

's3; Qy € sh 1) || 5.

2. Zostrojime prislusné stopniky spadove;j
priamky 151ﬂ.

3. Zostrojime stopy roviny 3
pt; Py e plpf Ls]

nZ'B;Nzenz'B.
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Priklad 10.11: Zobrazte stopy roviny S, ktora je rovnobeZna s rovinou a (p{, ny) a inciduje

s bodom Q(Q,, Q,).

V tomto pripade vyuzijeme fubovolnu priamku
roviny @ a priamku leziacu v rovine B, ktora je s
nou rovnobezna a inciduje s bodom Q.

d)

Postup:

1.V rovine a zostrojime lubovolnu priamku a.
Zvolime v pédoryse priemet a,. Priemet a, v
naryse dourcime pomocou stopnikov.

2. Bodom Qv rovine B zostrojime priamku b,
rovnobeznu s priamkou a z roviny a. Uréime
jej stopniky.

3. Stopy roviny f su rovnobezné so stopami
roviny & (resp. s osou X, ,) a prechadzaju
prislusnymi stopnikmi priamky b.
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Zobrazenie dvoch r6znobeznych rovin

Dve r6znobezné roviny maju spolo¢nu priamku. Na zostrojenie tejto priesecnice staci urcit jej dva rozne
body. V pripade rovin danych stopami, méZeme za tieto dva body povazovat priesecniky pédorysnych a
narysnych stop oboch rovin.

Pre roznobezné roviny aa S je prieseénik ich pddorysnych stop p% a p# bod P, ktory je péddorysnym
stopnikom ich prieseénice r. Priesecnik narysnych stép n® a n? je bod N, ktory je narysnym stopnikom
prieseCnice r.

anpf=r —p*npf=pP ry=PiN;
r,= PEN;

> n*nnf=Nr
— r=PN
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Priklad 10.12: Zostrojte priesecnicu rovin a (p7, n;’) a ,B(pf, nzﬂ).

a) Rovina B je rovnobeznd so zakladnicou.

ny
:
— L
I X1,2
py
p?

Postup:
1. P{; pfn p7=P;.

r. o - r
2. N3; nfn ny; =N;.

r r. r r
3. P ) 1’ Pl — Pz S~ xl’z,

r r

. —_ r r
4. ry, ry; r;=N;1Pq,
—_ r r
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b) Rovina f je kolma na narysfiu.

"zﬂzﬂzzrz

Postup:

Ulohu rie&ime analogicky ako v pripade a).
KedZe rovina B je kolma na narysnu, jej
druhy priemet je priamka n'23= f,. Potom aj
narys r, priesecnice r bude totozny s
narysnou stopou n'ZB.
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Priklad 10.12: Zostrojte priesecnicu rovin a (p7, ny’) a ,B(pf, nzﬂ).

c) Obe roviny su rovnobezné so zdkladnicou.

Z;3

s

V takomto pripade je vyhodné premietnut
situaciu do tretej priemetne.

Postup:

1. KedZe obe roviny su na bokorysnu
kolmé, ich tretie priemety a; a f;
budu priamky.

2. Bokorys ich prieseCnice r je teda
bod r;. Nasledne pomocou ordinal

© Ruckschlossova, Terenova

£ Su to priamky rovnobezné so
zakladnicou x, ,.

Deskriptivna geometria pre stavebné odbory
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Priklad 10.13: Zostrojte priese¢nicu rovin a(a,)a f=(a,b), ¢ L 7, a|| b.

a
h;

V tomto pripade zostrojime priesecnicu r aj
ked nepozname stopy roviny.

Pre rovinu @, ktora je kolma na pddorysnu,
je prvym priemetom a zaroven stopou
priamka ;. Narysnu stopu vieme zostrojit
kolmo na zakladnicu, no nebudeme ju
vyuzZivat.

Postup:

© Ruckschlossova, Terenova

1.Pédorys r, priesecnice r, kedZe patri do
roviny @, je totozny s priamkou a;.

2. Priamka r zdaroven lezi v rovine Ba
pretina priamky a a b v bodoch A a
B. Zostrojime postupne ich
podorysy a narysy.

3. Zostrojime narys r, priamky r, r, = A,B,

alng=r1
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Vzajomna poloha priamky a roviny

© Rickschlossova Deskriptivna geometria pre stavebné odbory 20



Princip uréovania vzajomnej polohy priamky a roviny

Co sa tyka vzajomnej polohy priamky a roviny, je zrejmé, Ze priamka moZe v rovine leZat, alebo s fiou
moze byt rovnobezna ¢i roznobezna. V poslednom pripade, maju priamka a rovina spolo¢ny bod,

R ieseC

prlam,éa a ani rovina @ nie su premietacie, méZeme pri urcovani ich vzajomnej polohy uplatnit

nasledujuci princip:

1. Priamkou a vedieme rovinu A, ktora je s ac o

rovinou @ réznobezna:
* A acA
2. Urcime priesecCnicu r roviny A a roviny a :
* rAnga=r.
3. Podla vzajomnej polohy priamok a a r uréime

vzajomnu polohu priamky a a roviny a :

e a=r > adC o
c allr - alla

e anr=R > ana =R

Poznamka: Rovinu A volime vhodne tak, aby konstrukcia
priesecnice r bola ¢o najjednoduchsia (zvyCajne ako premietaciu
rovinu priamky a, teda kolmo na pédorysriu alebo ndrysnu).

© Rickschlossova

al| a

ana =R

Poznamka: Tento postup mézeme aplikovat vo
vSetkych zobrazovacich metddach.
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Priese¢nik priamky s rovinou — metdda krycej priamky

Priklad 10.14: Zostrojte priesecnik priamky a(a,,a,) a roviny a (p7, ny) .

Pri rieSeni v Mongeovej projekcii aplikujeme princip
vysvetleny na predchadzajucej strane.

X1,2
Postup:
4 LAacAALzr — a=pl=A,
A
ny Lx,.
2.r,anA=r — r;=PiNj,
T . - r,=P;N;.
Poznamka: KedZe pri takto zvolenej rovine A su pbdorysy
prlar.nok agr toto.zne, a, = ry, hovorime, ze, pr:amka rje 3.R:anr=R —R,ea,nr,,
krycia priamka priamky a. Tento postup hladania prieniku R. 5R. cqg.=r
priamky a roviny preto nazyvame metoda krycej priamky. S>an a=R 2 1 o

© Rickschlossova Deskriptivna geometria pre stavebné odbory 22



Priese¢nik priamky s rovinou — metdda krycej priamky

Priklad 10.14: Zostrojte priesecnik priamky a(a,,a,) a roviny a (p7, ny) .

4. Na zaver uréime viditelnhost priamky a vzhladom
na rovinu a. Postupujeme analogicky ako na
strane 6.

Viditel'nost v pdodoryse:
Ako kryci bod uvazujeme bod, kde sa
zdanlivo pretinaju priamky p% a a,:

* 1,=2, -krycibod, (1 €, 2 € a),

o 2! < 22 - viditelny je bod 2 na priamke a, AR

— t. j., viditelna je polpriamka R2.

Viditelnost v naryse:
Ako kryci bod uvazujeme bod, kde sa
zdanlivo pretinaju priamky n% a a,:

* 3,=4, -krycibod, (3 €, 4 € a),

* y3 < y* > viditelny je bod 4 na priamke g,
— t. j., viditeIna je polpriamka R4.
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Priesecnik priamky s rovinou — specialne pripady

Za Specialne povazujeme pripady, ked' je priamka alebo rovina premietacia, t. j. kolma na priemetnu.

Priklad 10.15: Zostrojte priesecnik priamky a(a,,a,) a roviny a (p7, n;) .

a) alx b) alnx c) alnmalvy
nza a
ny h;
a 2K
2 h,
\Q\ (¢]
Ry
B B
X1, X1,z\§ X1,
o *hy Ry
a, R, Py =0
a 01
P =0
Postup: Postup: Postup:
KedZe v podoryse sa rovina @ KedZe podorysom priamky a je bod Podorys R, je opat prienikom
premieta do priamky a;, a,, je zrejmé, ze podorys R, priamok a, a a;. Jeho narys R, je
priesecnik R, urc¢ime ako prienik priesecnika R je s nim totozny. Jeho totozny s bodom a,, ktory je
priamok a, a &;. Narys R, narys R, ur¢ime pomocou hlavnej narysom priamky a.
odvodime pomocou ordinaly. priamky roviny a (v tomto pripade

druhej osnovy), ktord nim prechdadza.
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Priklad 10.16: Zostrojte priesecnik priamky a(a,,a,) s trojuholnikom ABC, ktory je dany svojim pédorysom
a narysom.
o B> Z dévodu ndzornosti mézeme farebne odlisit plochu

trojuholnika pri pohlade zhora a spredu:

pohlad zhora
l a = ABC

< pohlad spredu

Postup:
Pouzijeme metddu krycej priamky:
l.A;acA ALl

2.nanA=r — a,=r; -krycia priamka

Je zrejmé, Ze ak priamka r patri aj do roviny
trojuholnika ABC, ma spolo¢né body XaYs
priamkami AB a BC:

X;r,NnAB,=X;, X,— X, <cA,B,

- r,=XY,.
Y;r,nB,C,=Y,, Y,—Y,eB,C, 2 T2

3.Rbanr=R _)RzzazanI
R, > R,ea,=r,.

—>an a=R
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Priklad 10.16: Zostrojte priesecnik priamky a(a,,a,) s trojuholnikom ABC, ktory je dany svojim pédorysom
a narysom.

4. Na zaver urcime viditelnost priamky a vzhladom
na trojuholnik ABC.

Viditelnost v pddoryse:
Ako kryci bod uvazujeme bod, kde sa
zdanlivo pretinaju priamky a, a B,C;:

* Y,=D,; -krycibod, (Y €BC,D < a),

« 2Z¥ < zP — viditelny je bod D na priamke a,
— t. j., viditelna je polpriamka RD.

Viditel'nost v naryse:

Ako kryci bod uvazujeme bod, kde sa
zdanlivo pretinaju priamky a, a A,C,:

* E,=F, -krycibod, (E €AC, F € a),
* yE < yF > viditelny je bod F na priamke g,
— t. j., viditelna je polpriamka RF.
Poznamka: Zdkladnu konstrukciu priesecnika priamky

s rovinou vyuZivame najmd pri urcovani prieniku
mnohouholnikov leZiacich v réznych rovindch.
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Priklad 10.17: Zostrojte prienik trojuholnikov ABC a KLM, A[4;3;0], B[-2;5,5;3], C[-1;1,7,5],
K[5;6;4], L[-2;4;0], M[1;0;6].

© Rickschlossova

V nakresni si zvolime zaciatok suradnicovej sustavy O, ,
a zostrojime prislusné priemety trojuholnikov ABC a KLM.

Pri rieSeni ulohy opakovane aplikujeme postup ako pri
hladani prieniku priamky a trojuholnika (Priklad 10.16).

Postup:

Pomocou metddy krycej priamky najdeme postupne
prieseCniky priamok AB a AC s trojuholnikom KLM :
1. A;ABeA, AL vy,

2.r,r,=A,B,,
L, r,nL,M,=1,, LL—1 LM,

— r, =1l
. - 1 1"°1
I; r,n KL,=Y, l,— I, € KL,

3. X; X, =AB, nry,

— AB N AKLM =X

4. Analogickym postupom zostrojime priesecnik Y
priamky AC s trojuholnikom KLM.

5. Nasledne zostrojime priamku XY, ktora je
prienikom rovin trojuholnikov ABC a KLM. Useéka
XY je Cast priesecnice, ktora je spolocnd pre obidva
trojuholniky. Nazyvame to priesek trojuholnikov.
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Priklad 10.17: Zostrojte prienik trojuholnikov ABC a KLM, A[4;3;0], B[-2;5,5;3],
C[-1;1;7,5], K[5;6;4], L[-2;4;0], M[1,0;6].

? moznost 1

6. Nasledne uréime viditelnhost prieseku

? v I
trojuholnikov ABC a KLM. # moznost 2

Viditel'nost v naryse:
Budeme urcovat, ¢i plati moznost 1 alebo 2.

Uréime najprv viditelnost priamky AC
vzhladom na trojuholnik KLM.

Ako kryci bod uvazujeme bod, kde sa
zdanlivo pretinaju priamky A,C,a L,M,:

* Il =V, -kryci bod, (Il € LM, V e AC),

« y" < yV —viditelny je bod V na priamke AC,
— t. ., viditelna je polpriamka YV.

Viditelnost priamky AB vzhladom na trojuholnik

KLM by sme urcili analogicky ako pre priamku AC.

Je vSak zrejmé, Ze viditelna (neviditelnd) cast
priamky AB musi lezat v rovnakej polrovine ako
viditelna (neviditelnd) cast priamky AC.

— t. j., viditelna je polpriamka XB.
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Priklad 10.17: Zostrojte prienik trojuholnikov ABC a KLM, A[4;3;0], B[-2;5,5;3],

C[-1,1;7,5], K[5;6;4], L[-2;4;0], M[1,0;6].

Viditel'nost v pédoryse:
Uréime najprv viditelnost priamky AC
vzhladom na trojuholnik KLM.

Ako kryci bod uvazujeme bod, kde sa
zdanlivo pretinaju priamky K;M; a A,C, :

 1,=2, -krycibod, (1 € KM, 2 € AC),

22 <z > viditelny je bod 1 na priamke KM,

— t.j., viditelna je polpriamka YC,
a usecka Y2 je neviditelna.

Urcenie viditelnosti priamky AB vzhladom na
trojuholnik KLM je opét analogické ako v
predchadzajucom postupe.

Teda, Ze viditelna (neviditelnd) cast priamky AB
musi lezat v rovnakej polrovine ako viditelna
(neviditelna) cast priamky AC.

— t. j., viditelna je polpriamka XB.

© Rickschlossova
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Priklad 10.17: Zostrojte prienik trojuholnikov ABC a KLM, A[4;3;0], B[-2;5,5;3],
C[-1;1;7,5], K[5;6;4], L[-2;4,0], M[1,0;6].

Zhrnutie

Po prejdeni myskou na obrazok sa objavi
panel na spustenie videa. K,
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Priklad 10.18: Zostrojte prienik trojuholnikov ABC a KLM, A[4;3;0], B[-2;5,5;3],
C[-1;1;7,5], K[5;6;4], L[-2;4,0], M[1,0;6].

Anaglyf
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