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Úvod

V £lánku vytvoríme metódu kone£ných objemov na numerické rie²enie parabol-
ických parciálnych diferenciálnych rovníc na uzavretých plochách. Hlavná my²lienka
je zaloºená na aproximácii plochy ω, v na²om prípade povrchu Zeme, kone£ným po£-
tom trojuholníkov, pomocou ktorých zostrojíme systém kone£ných objemov. Vyuºi-
jeme Greenovu vetu pre Laplace-Beltramiho operátor na zade�novanie slabej for-
mulácie difúznej rovnice na kone£nom objeme. Numerickou aproximáciou slabej
formulácie dostaneme lineárny systém rovníc pre hodnoty rie²enia na jednotlivých
kone£ných objemoch, ktorý dokáºeme efektívne vyrie²i´ numerickou metódou. Rie²e-
nie roz²írime na Perona-Malikov model a budeme sa snaºi´ od�ltrova´ ²um z reálne
nameraných dát. Diferenciálna rovnica vedenia tepla v na²om prípade má nasledu-
júci tvar

∂u(X, t)
∂t

−∆su(X, t) = 0, (1)

pri£om uvaºujeme po£iato£nú podmienku

u(X, 0) = u0(X). (2)

Rie²ením je teplotné pole u(X, t). Rovnicu rie²ime na uzavretej ploche ω,
kde X ∈ ω predstavuje priestorovú premennú, t ∈ [0, T ] £as a ∆s je Laplace-
Beltramiho operátor, ktorý predstavuje zov²eobecnený Laplaceov operátor na za-
krivenom povrchu ω. Rovnicu (1) budeme rie²i´ numericky, metódou kone£ných
objemov.

Priestorová diskretizácia

Ke¤ºe v na²ich aplikáciach sa budeme zaobera´ spracovaním dát daných na
povrchu Zeme, vytvoríme priestorovú diskretizáciu jej sférickej aproximácie. Uvaºu-
jme povrch gule ω s polomerom r a stredom O v po£iatku súradnicovej sústavy.
Kaºdý bod X ∈ ω máme ur£ený trojicou sférických súradníc (α, β, r), kde α pred-
stavuje uhol spojnice −−→XO a jej priemetu v rovine xy, β uhol priemetu −−→XO v rovine
xy a osi x a r je polomer gule (Obrázok 1), pri£om

α ∈ [−90◦, 90◦], β ∈ [0◦, 360◦], r > 0. (3)

Na²ou úlohou je nájs´ kone£ný po£et bodov Xi ∈ ω, i = 1, . . . , N aproximujú-
cich ω tak, aby sme pomocou nich mohli £o najjednoduch²ie popísa´ kone£ný po£et
kone£ných objemov Vi na ktorých budeme numericky rie²i´ rovnicu (1). �íslovanie
i = 1, . . . , N predstavuje globálne £íslovanie uzlových bodov Xi.
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Na severnom póle umiestnime prvý bod X1 a na juºnom posledný XN . Povrch
gule rozdelíme na 2M − 1 rovnobeºiek Rj, j = 1, . . . , (2M − 1) (Obrázok 1).
Rovnobeºky sú £íslované zo severu na juh. Na rovnobeºkách Rj, j = 1, . . . ,M
bude 6j bodov a na rovnobeºkách Rj, j = M + 1, . . . , 2M − 1 bude 6(2M − j)
bodov. Spolu budeme ma´ N = 2+

∑M
j=1 6j+

∑2M−1
j=M+1 6(2M−j) bodov. Napríklad

pre M = 3 to bude 2 + 6 + 6 ∗ 2 + 6 ∗ 3 + 6 ∗ 2 + 6 = 56 bodov [2].

Obrázok 1: Priestorová diskretizácia

Rovnobeºky budú vºdy rovnomerne rozdelené a prvý bod bude za£ína´ v
nultom poludníku (β = 0◦). Tak dostaneme sie´ bodov Xi, i = 1, . . . , N .

Aby sme mohli vytvori´ kone£né objemy Vi, i = 1, . . . , N zostrojíme sie´ troj-
uholníkov Tk. Pre kaºdý bod Xi nájdeme Qi najbliº²ích susedov a pomocou nich
zostrojíme sie´ (Obrázok 2). Pre takto vybudovanú trianguláciu bude vo v²eobecnos-
ti Qi rovné 6 a len pre ²es´ uzlových bodov na rovníku bude Qi rovné 4. Trojuholníky
s vrcholom v bode Xi ozna£íme Tiq, q = 1, . . . , Qi.

Obrázok 2: Triangulácia
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Pre kaºdý bod Xi zade�nujeme kone£ný objem Vi ako mnohouholník, ktorého
vrcholy budú vºdy v ´aºiskách trojuholníkov a v polovici spojnice bodu Xi a jeho
susedov (Obrázok 3).

Obrázok 3: Kone£ný objem Vi

�asová diskretizácia

�asovú os [0, T ] si môºeme rozdeli´ na kone£ný po£et bodov tk, k = 0, . . . , K,
ktoré budú od seba rovnomerne vzdialené o £asový interval τ = tk − tk−1, k =
1, . . . , K. Potom funkcia u(x, tk) bude reprezentova´ rie²enie na k-tej £asovej vrstve.
�asovú deriváciu ∂u

∂t
aproximujeme spätnou diferenciou

∂u

∂t
≈ uk − uk−1

τ
, k = 1, . . . , K. (4)

Pre spreh©adnenie zavedieme ozna£enie u(x, tk) = uk

Slabá formulácia a jej numerická aproximácia

Rovnicu (1), ktorá má tvar

∂u(X, t)
∂t

−∆su(X, t) = 0 (5)

zintegrujeme na kone£nom objeme Vi [4],

∫
Vi

∂u

∂t
dx−

∫
Vi

∆sudx = 0, (6)

vyuºijeme Greenovu vetu [3] a dostaneme∫
Vi

∂u

∂t
dx−

∫
∂Vi

∇su · ~ηids = 0, (7)
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kde vektor ~ηi predstavuje vektor jednotkovej vonkaj²ej normály ku hranici kone£ného
objemu Vi a ∇su povrchový gradient funkcie u na ploche ω.

Z geometrie Vi vyplýva, ºe druhý £len môºeme zapísa´ ako sumu cez jednotlivé
£asti ∂Vi a dostaneme tak slabú formuláciu úlohy na kone£nom objeme Vi:∫

Vi

∂u

∂t
dx−

Qi∑
q=1

∫
∂Viq

∇su · ~ηiqds = 0, (8)

kde ~ηiq predstavujú normály ku £astiam hranice ∂Viq (Obrázok 4).
Prvý £len rovnice (8) aproximujeme spätnou diferenciou (4) a pri jeho nu-

merickej aproximácii na kone£nom objeme Vi uvaºujeme kon²tantnú reprezentáciu
rie²enia danú hodnotou uki v bode Xi a £asovom kroku k. Ak v druhom £lene rovnice
(8) uvaºujeme rie²enia na £asovej vrstve k, dostaneme

m(Vi)
uki − uk−1

i

τ
−

Qi∑
q=1

∫
∂Viq

∇su
k · ~ηiqds = 0, (9)

kdem(Vi) predstavuje mieru mnoºiny Vi, v na²om prípade plochu kone£ného objemu
Vi.

Pri numerickej aproximácii druhého £lena rovnice (9) uvaºujeme lineárnu
reprezentáciu rie²enia uk na jednotlivých trojuholníkoch, ktorých £asti tvoria kone£ný
objem Vi. V takom prípade je povrchový gradient kon²tantný a teda rovný svojej
strednej hodnote, ktorú ozna£íme P k

Tiq
. Potom

∇su
k ≈ P k

Tiq
=

1
m(Tiq)

∫
Tiq

∇su
kdx, (10)

kde m(Tiq) predstavuje plochu trojuholníka Tiq. Vyuºitím Greenovej vety dostaneme

P k
Tiq

=
1

m(Tiq)

∫
∂Tiq

uk~niqds, (11)

kde ~niq predstavuje vektor jednotkovej normály na hranu trojuholníka Tiq (Obrázok
4). Pri lineárnej reprezentácii rie²enia môºene tento integrál vypo£íta´ ako sú£et
priemerov hodnôt rie²enia na jednotlivých stranách a dostaneme

P k
Tiq

=
1

m(Tiq)

(
uki + ukq1

2
diq1~niq1 +

uki + ukq2
2

diq2~niq2 +
ukq1 + ukq2

2
dq1q2~nq1q2

)
, (12)

kde diq1, diq2, dq1q2 sú d¨ºky strán trojuholníka Tiq a ukq1, ukq2 sú hodnoty rie²enia v
bodoch q1, q2 trojuholníka Tiq (Obrázok 4). Rovnicu (9) môºeme potom zapísa´ v
tvare

m(Vi)
uki − uk−1

i

τ
−

Qi∑
q=1

∫
∂Viq

P k
Tiq
· ~ηiqds = 0. (13)
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Kon²tantný vektor P k
Tiq

môºeme vybra´ pred integrál a
∫
∂Viq

~ηiqds vyjadri´
ako (m(e1

iq)~η
1
iq + m(e2

iq)~η
2
iq), kde m(e1

iq), m(e2
iq) sú d¨ºky príslu²ných hrán. Potom

na²a numerická aproximácia má tvar

m(Vi)
uki − uk−1

i

τ
−

Qi∑
q=1

(m(e1
iq)~η

1
iq · P k

Tiq
+m(e2

iq)~η
2
iq · P k

Tiq
) = 0. (14)

Obrázok 4: Parametre kone£ného objemu Vi

Zostavenie a vyrie²enie lineárneho systému rovníc v jednotlivých £asových
krokoch

Úpravou rovnice (14) dostaneme

uki −
τ

m(Vi)

Qi∑
q=1

(m(e1
iq)~η

1
iq · P k

Tiq
+m(e2

iq)~η
2
iq · P k

Tiq
) = uk−1

i . (15)

Vzh©adom na tvar P k
iq, v rovnici pre uzlový bod Xi vystupujú neznáme hod-

noty uki a ukq1, ukq2, q = 1, . . . , Qi pre v²etkých susedov uzlového bodu Xi. �leny
uki , ukq1 a ukq2 reprezentujú lokálne ozna£enie neznámych na trojuholníkoch Tiq. Z
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geometrie Vi vyplýva, ºe napríklad pre Qi = 6

uk11 = uk62 = uki1
uk21 = uk12 = uki2
uk31 = uk22 = uki3
uk41 = uk32 = uki4
uk51 = uk42 = uki5
uk61 = uk52 = uki6

kde ukiq je ozna£enie pre neznáme hodnoty rie²enia pri lokálnom £íslovaní susedov
vzhladom na uzol Xi (Obrázok 5).

Obrázok 5: Neznáme hodnoty rie²enia pri lokálnom £íslovaní susedov

V rovnici pre kaºdý uzlový bod Xi, i = 1, . . . , N , budeme ma´ teda Qi +
1 neznámych uki , u

k
i1, . . . , u

k
iQi

. Z rovnice (15) si vyjmeme £leny, ktoré stoja pri
uki , u

k
i1, . . . , u

k
iQi

a nazveme ich ai0, ai1, . . . , aiQi . Tieto £ísla budú tvori´ nenulové
prvky i-teho riadku matice A rozmeru N × N . �leny ai0, ai1, . . . , aiQi budeme uk-
lada´ do st¨pcov pod©a globálneho £íslovania neznámej, ktorej prislúchajú. Vektor
pravej strany b bude daný vektorom rie²enia uk−1

i z predchádzajúceho £asového
kroku k − 1.

Napríklad pre M = 2 bude ma´ matica A rozmer 26×26 a pre bod X3, ktorý
má susedov X1, X4, X11, X10, X9, X2 (Obrázok 6) bude ma´ tretí riadok matice A
tvar:

A3 =
(
ak31 ak32 ak30 ak36 0 0 0 0 ak33 ak34 ak35 0 . . . 0

)
.
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Obrázok 6: Susedné uzlové body bodu X3

Vo v²eobecnosti diagonálny £len bude ma´ tvar

aki0 = 1 − τ

m(Vi)

Qi∑
q=1

1
2m(Tiq)

(m(e1
iq)~η

1
iq · (diq1~niq1 + diq2~niq2) +

+ m(e2
iq)~η

2
iq · (diq1~niq1 + diq2~niq2))

a napríklad jeden nediagonálny £len

aki1 = − τ

m(Vi)
1

2m(Ti1)
(m(e1

i1)~η1
i1 · (di11~ni11 + d1112~n1112) +

+ m(e2
i6)~η2

i6 · (di62~ni62 + d6162~n6162)).

Môºeme si v²imnú´, ºe pre lineárnu rovnicu vedenia tepla na ploche ω koe�-
cienty matice A nezávisia od £asu. Vplyv má len diskretizácia geometrie povrchu ω
a velkos´ £asového kroku τ , ktorý je v na²om prípade kon²tantný. Pretoºe chceme
lineárny systém Au = b rie²i´ SOR algoritmom matica musí by´ diagonálne dom-
inantná. �iºe absolútna hodnota diagonálneho £lena musí by´ vä£²ia alebo rovná
sume absolútnych hodnôt nediagonálnych £lenov v danom riadku,

|Aii| ≥
∑
j 6=i

|Aij| i = 1, . . . , N. (16)

Experimentálna skúsenos´ ukazuje, ºe pri vo©be

τ =
1
N

N∑
i=1

m(Vi) (17)

je táto podmienka splnená a SOR metóda konverguje, preto ju pouºívame v prak-
tických úlohách �ltrácie v kapitole 4. Pre takúto vo©bu τ najskôr otestujeme pod-
mienku (16) a pri jej splnení rie²ime lineárny systém SOR algoritmom. Pokia© by
(16) nebola splnená zmen²ili by sme τ na polovicu a vykonali test znova.

Pre kaºdý £as k, k = 1, . . . , K rie²ime systém Auk = uk−1, pri£om u0 pred-
stavuje po£iato£nú podmienku. Pre dostato£ne ve©ké K dospejeme k rovnováºnemu
stavu, ke¤ kaºdý bod Xi má rovnakú teplotu u.
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Tento fenomén si názorne ukáºeme na modelovom príklade. Po£iato£nú pod-
mienku u0

i v jednotlivých uzlových bodoch Xi si ur£íme nasledovne:

u0
i =

{
1 |β| > 30◦

0 |β| ≤ 30◦

Úlohu budeme rie²i´ pre M = 200, £iºe 250002 uzlových bodov. �asový krok τ
zvolíme pre tento príklad 0.001, t.j e²te vä£²í ako je v podmienke (17), pretoºe
priemer plôch trojuholníkov je rovný 0.000157. Pre vä£²ie τ by uº algoritmus SOR
nekonvergoval a matica by uº nebola diagonálne dominantná. Na obrázku 7 vidíme
postupne výsledky pre k=0, 5, 125, 250, 500, vykreslené vizualiza£ným softvérom
GMT.

Obrázok 7: Difúzia v jednotlivých £asových krokoch.
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Obrázok 8: Rezy v jednotlivých £asových krokoch. Z obrázkov je zrejmé, ºe teplo sa
za£ne ²íri´ z pólov smerom k rovníku aº sa teplota ustáli. Rovnováºny stav nastane
pribliºne po 500 £asových krokoch.

Kedºe nemáme ºiadne vnútorné zdroje a ani ºiadne teplo neuniká z povrchu,
celková energia na povrchu by mala by´ kon²tantná. V kaºdom £asovom kroku
budeme po£íta´ veli£inu

∑N
i=1 u

k
im(Vi), ktorá pre kon²tantné merné teplo c a hus-

totu ρ rovné 1, vyjadruje práve celkové mnoºstvo tepla. Vzh©adom na analógiu s
difúziou, kedy rie²enie u vyjadruje koncentráciu látky, budeme túto veli£inu vola´
masa. Táto hodnota by mala by´ v kaºdom £ase rovnaká, meni´ sa bude len vplyvom
aproxima£ných chýb a diskretizácie.

k masa, M = 200 masa, M = 400
0 6.297340 6.275565
5 6.297325 6.275556
75 6.297070 6.275422
125 6.296893 6.275331
250 6.296439 6.275096
500 6.295518 6.274616

Pre M = 200 sa masa z po£iato£ného stavu zmenila o 0.001822. Pre jem-
nej²iu sie´ budeme rie²i´ lineárnu difúziu na 960002 bodoch (M = 400) s rovnakou
po£iato£nou podmienkou a £asovým krokom. V tomto prípade sa masa zmenila o
0.000949, a teda pre jemnej²iu sie´ dostávame presnej²ie výsledky.

Roz²írenie pre Perona-Malikovu rovnicu

V tejto kapitole roz²írime metódu kone£ných objemov na rie²enie úloh ne-
lineárnej difúzie na plochách. Ako príklad uvaºujeme regularizovaný Perona-Malikov
model [7, 1, 6], ktorý sa vyuºíva pri spracovaní obrazu. Je to technika zameraná
na potla£enie ²umu zo vstupných dát, pri£om sa snaºí v £o najvä£²ej moºnej miere
zachova´ hrany obrazu. Budeme rie²i´ nelineárnu difúznu rovnicu

∂u

∂t
−∇s · (g(v)∇su) = 0, (18)

kde funkcia g(v) reprezentuje difúzny koe�cient, ktorý kontroluje mieru difúzie. V
Perona-Malikovom modeli je závislá od absolútnej hodnoty gradientu funkcie u a
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reprezentuje takzvaný hranový indikátor. Funkcia g(v) má tvar,

g(v) =
1

1 +Hv
,H ≥ 0, v = |∇su

σ|2, (19)

Obrázok 9: Priebeh funkcie g(v)

pri£om uσ reprezentuje rie²enie lineárnej difúznej rovnice (1) za krátky £asový okamih
τ = σ. Kon²tanta H kontroluje ako bude metóda citlivá na hrany. Pre vä£²ie H
je metóda citlivej²ia a hrany budú zachované vo vä£²ej miere. Zvy£ajne sa H volí
experimentálne.
Podobnými úvahami ako pri lineárnej difúznej rovnici získame slabú formuláciu
rovnice (18), ktorú budeme rie²i´ metódou kone£ných objemov. V prípade Perona-
Malikovho modelu postupne dostaneme∫

Vi

∂u

∂t
udx−

∫
Vi

∇s · (g∇su)dx = 0, (20)

∫
Vi

uk − uk−1

τ
dx−

∫
Vi

(gk−1∇su
k)~ηids = 0, (21)

m(Vi)
uki − uk−1

i

τ
−

Qi∑
q=1

∫
∂Viq

gk−1∇su
k~ηiqds = 0, (22)

m(Vi)
uki − uk−1

i

τ
−

Qi∑
q=1

(m(e1
Tiq

)~η1
q · P k

Tiq
g(|P σ,k−1

Tiq
|) +m(e2

Tiq
)~η2
q · P k

Tiq
g(|P σ,k−1

Tiq
|)) = 0.

(23)

�len P σ,k−1
Tiq

predstavuje gradient rie²enia z predchádzajúceho £asového kroku zh-
ladeného lineárnou difúziou s malým £asovým krokom σ na jednotlivých trojuhol-
níkoch. Ke¤ºe tento nelineárny £len berieme z predchádzajúceho kroku je na²a
numerická schéma kone£ných objemov semi-implicitná [6]. Rovnice (23) zostrojené
pre v²etky kone£né objemy Vi opä´ reprezentujú lineárny systém rovníc s rovnakou
²truktúrou ako (15) a takisto ho môºeme rie²i´ SOR itera£nou metódou.
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Filtrácia geodetických dát na povrchu Zeme

V závere£nej £asti si ukáºeme praktické uplatnenie lineárnej a nelineárnej
difúzie. Na²im cie©om bude od�ltrova´ systematický ²um z geodetických dát. Pouºi-
jeme vo©ne dostupný model poruchového potenciálu zo satelitného geopotencionál-
neho modelu ITG-Grace03 [5] (Obrázok 10), ktorý je modelovaný pomocou plo²ných
sférických harmonických funkcii do rádu a stup¬a 180. Zanedbaním koe�cientov
vy²²ích rádov dochádza k tzv. stripingu, ktorý sa pokúsime pomocou na²ich �l-
tra£ných metód od�ltrova´. Dáta máme dané pre 1215002 bodov na rota£nom elip-
soide s hlavnou poloosou a = 6378137 m a prvou lineárnou excentricitou e2 =
6.67437999014 · 10−3.

Zameriame sa na jednu podoblas´, na ktorej budeme testova´ oba modely
a pokúsime sa nájs´ optimálny £asový interval, po ktorom bude ²um potla£ený v
£o najvä£ej miere pri£om dáta budú skreslené minimálne. Pri Perona-Malikovom
modeli budeme takisto hlada´ optimálnu hodnotu parametra H. Vybrali sme oblas´
Juºnej Ameriky, ktorú sme zvolili kvôli jej £lenitosti.

Obrázok 10: Poruchový potenciál na povrchu zeme

Filtrácia pomocou lineárnej difúzie

Ako prvé sa pokúsime ²um od�ltrova´ pomocou lineárnej difúzie. Na obrázku
11 vidíme detail originálnych dát a ich zhladenia po 40 a 60 £asových krokoch.
Vidíme, ºe striping je odstránený, pri£om hrany tieº nie sú príli² zhladené. Obrázok
12 ukazuje originálne a zhladené dáta na jednej vybranej rovnobeºke.
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Obrázok 11: Poruchový potenciál zhladený lineárnou difúziou.

Obrázok 12: Rez rovnobeºkou α = −38◦
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Filtrácia pomocou Perona-Malikovho modelu

Následne budeme �ltrova´ ²um pomocou Perona-Malikovho modelu. Exper-
imentálne sme na²li vhodné parametre H = 10000, k = 15, pri ktorých sa nám
podarilo e²te vylep²i´ výsledok lineárnej difúzie. Ich porovnanie na rovnobeºkách
α = −38◦ a α = −20◦ prezentujeme na obrázku 13. Na obrázku 14 ukazujeme
globálne originálne a zhladené dáta z iného poh©adu, z ktorého je vidno odstránenie
²umu a zachovanie detailov podstatných pre správnu interpretáciu geodetických dát.

Obrázok 13: Rezy rovnobeºkami α = −38◦ a α = −20◦
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Obrázok 14: Poruchový potenciál - originálne dáta (hore), zhladené nelineárnou
difúziou (dole).

Záver

�lánok sa zaoberá metódou kone£ných objemov na rie²enie lineárnej a ne-
lineárnej Perona-Malikovej difúznej rovnice na uzavretej ploche ω. Aproximáciou
slabej formulácie difúznej rovnice na kone£nom objeme sme získali v kaºdom £asovom
kroku sústavu lineárnych rovníc. Numerické modely lineárnej a nelineárnej difúzie
boli aplikované na geodetické dáta predstavujúce poruchový potenciál získaný zo
satelitného modelu ITG-Grace03, ktoré obsahujú ²trukturálny ²um typu striping.
Pre tento typ za²umených dát sa ako vhodný �lter ukázala uº lineárna (Gaussovská)
�ltrácia realizovaná na ploche reprezentujúcej elipsoidickú aproximáciu zemského
povrchu. Výsledky lineárnej difúzie boli e²te vylep²ené aplikáciou regularizovaného
Perona-Malikovho modelu.

Na základe výsledkov môºeme poveda´, ºe �ltrácia geodetických dát, ktorá
uvaºuje rie²enie difúznych rovníc na ploche, na ktorej sú tieto dáta dané, je ve©mi
prirodzeným prístupom, ktorý má ve©kú perspektívu.
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