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Uvod

V ¢lanku vytvorime metodu kone¢nych objemov na numerické rieSenie parabol-
ickych parcidlnych diferencidlnych rovnic na uzavretych plochach. Hlavna myslienka
je zalozena na aproximécii plochy w, v naSom pripade povrchu Zeme, koneé¢nym poc-
tom trojuholnikov, pomocou ktorych zostrojime systém kone¢nych objemov. Vyuzi-
jeme Greenovu vetu pre Laplace-Beltramiho operator na zadefinovanie slabej for-
mulécie diftznej rovnice na kone¢nom objeme. Numerickou aproximaciou slabej
formulacie dostaneme linedrny systém rovnic pre hodnoty rieSenia na jednotlivych
konec¢nych objemoch, ktory dokazeme efektivne vyriesit numerickou metdédou. Riese-
nie rozs$irime na Perona-Malikov model a budeme sa snazit odfiltrovat Sum z reélne
nameranych dat. Diferencidlna rovnica vedenia tepla v nasom pripade méa nasledu-
juci tvar

Ou(X,t) -
—5 Agu(X,t) =0, (1)

pricom uvazujeme pociato¢ni podmienku

u(X,0) = uo(X). (2)

Riegenim je teplotné pole u(X,¢). Rovnicu rieSime na uzavretej ploche w,
kde X € w predstavuje priestorova premennd, ¢ € [0,7] ¢as a A, je Laplace-
Beltramiho operator, ktory predstavuje zovSeobecneny Laplaceov operator na za-
krivenom povrchu w. Rovnicu (1) budeme riesit numericky, metédou koneénych
objemov.

Priestorova diskretizacia

KedZe v naSich aplikidciach sa budeme zaoberat spracovanim dat danych na
povrchu Zeme, vytvorime priestorovii diskretizaciu jej sférickej aproximacie. Uvazu-
jme povrch gule w s polomerom r a stredom O v podciatku siradnicovej ststavy.
Kazdy bod X € w méame urceny trojicou sférickych suradnic («, 3,7), kde « pred-
stavuje uhol spojnice X0 a jej priemetu v rovine xy, 3 uhol priemetu XO v rovine
xy a osi x a r je polomer gule (Obrazok 1), pricom

a € [-90°,90°], 8 € [0°,360°], 7 > 0. (3)

NasSou tlohou je najst kone¢ny pocet bodov X; € w, 7 =1,..., N aproximuju-
cich w tak, aby sme pomocou nich mohli ¢o najjednoduchsie popisat kone¢ny pocet
kone¢nych objemov V; na ktorych budeme numericky riesit rovnicu (1). Cislovanie
1 =1,..., N predstavuje globélne ¢islovanie uzlovych bodov X;.



Na severnom péle umiestnime prvy bod X; a na juznom posledny Xy. Povrch
gule rozdelime na 2M — 1 rovnobeziek R;, j = 1,...,(2M — 1) (Obréazok 1).
Rovnobezky st ¢islované zo severu na juh. Na rovnobezkdch R;, j = 1,...,M
bude 65 bodov a na rovnobezkdch R;, j = M +1,...,2M — 1 bude 6(2M — j)
bodov. Spolu budeme mat N =2+, 65+ 511 6(2M — j) bodov. Napriklad
pre M =3 tobude 2+6+6%2+6%3+6%2+6 =56 bodov [2].

\j

Obrazok 1: Priestorové diskretizacia

Rovnobezky budia vzdy rovnomerne rozdelené a prvy bod bude zacinat v
nultom poludniku (8 = 0°). Tak dostaneme siet bodov X;, i =1,..., N.

Aby sme mohli vytvorit kone¢né objemy V;, i = 1,..., N zostrojime siet troj-
uholnikov 7). Pre kazdy bod X; nidjdeme (); najbliz§ich susedov a pomocou nich
zostrojime siet (Obrazok 2). Pre takto vybudovanu triangulaciu bude vo vSeobecnos-
ti Q; rovné 6 a len pre Sest uzlovych bodov na rovniku bude @); rovné 4. Trojuholniky
s vrcholom v bode X; ozna¢ime T}, ¢ =1,...,Q;.

Obréazok 2: Triangulacia



Pre kazdy bod X; zadefinujeme kone¢ny objem V; ako mnohouholnik, ktorého
vrcholy buda vzdy v taziskach trojuholnikov a v polovici spojnice bodu X; a jeho
susedov (Obrazok 3).

Obréazok 3: Konecny objem V;

Casova diskretizacia

Casovii 08 [0, T'] si moZeme rozdelit na kone¢ny pocet bodov ty, k=0,..., K,
ktoré budi od seba rovnomerne vzdialené o c¢asovy interval 7 = tp — tp_1, kK =
1,..., K. Potom funkcia u(z, t;) bude reprezentovat rieSenie na k-tej Gasovej vrstve.

ou

Casovii derivaciu 3 aproximujeme spétnou diferenciou

ou  ufF— k!

ot T ’ T (4)

Pre sprehladnenie zavedieme oznadenie u(z,t;) = u®

Slaba formulacia a jej numerickid aproximacia

Rovnicu (1), ktord mé tvar

ou(X,t)

S~ Aau(X, 1) =0 (5)

zintegrujeme na kone¢nom objeme V; [4],

ou /
—dx — | Asudx =0, 6

vyuzijeme Greenovu vetu [3] a dostaneme

%dx - Vu - ds = 0, (7)
v; Ot av;



kde vektor 7; predstavuje vektor jednotkovej vonkaj$ej normaly ku hranici kone¢ného
objemu V; a Vi u povrchovy gradient funkcie u na ploche w.

7 geometrie V; vyplyva, ze druhy ¢len mozeme zapisat ako sumu cez jednotlivé
Casti OV; a dostaneme tak slabu formulaciu ilohy na kone¢nom objeme V;:

/ e — Z/a Vsu - 1igds =0, (8)
q=1 Vig

kde 7j;, predstavuju normaly ku ¢astiam hranice 0V, (Obrazok 4).

Prvy ¢len rovnice (8) aproximujeme spétnou diferenciou (4) a pri jeho nu-
merickej aproximécii na kone¢nom objeme V; uvazujeme konStantni reprezentaciu
riegenia dant hodnotou u¥ v bode X; a ¢asovom kroku k. Ak v druhom ¢lene rovnice
(8) uvazujeme rieSenia na ¢asovej vistve k, dostaneme

m<%>— — Z ub - figds = 0, (9)

avm

kde m(V;) predstavuje mieru mnoziny V;, v naSom pripade plochu kone¢ného objemu
Vi.

Pri numerickej aproximacii druhého ¢lena rovnice (9) uvazujeme linearnu
reprezenticiu rieSenia u* na jednotlivych trojuholnikoch, ktorych ¢asti tvoria kone¢ny
objem V;. V takom pripade je povrchovy gradient konStantny a teda rovny svojej
strednej hodnote, ktort oznac¢ime lefiq. Potom

1
Vb ~ pPF = V. ukd 10
u Tiq m(ﬂq)/]" sU l’, ( )

iq

kde m(T},) predstavuje plochu trojuholnika T,. Vyuzitim Greenovej vety dostaneme

1
P = / uFit; ds, 11
Tzq m (Eq) aT,L-q q ( )

kde 7i;, predstavuje vektor jednotkovej norméaly na hranu trojuholnika 7j, (Obréazok
4). Pri linearnej reprezentacii rieSenia moZene tento integral vypodcitat ako stucet
priemerov hodnot rieSenia na jednotlivych stranach a dostaneme

k k k k k k
pE_ 1 u; + uqld . u; + uqzd . Ugy + uq2d . 19
Ty — i1t + ———digMig2 + —————dpgpiae |, (12)

m(T,) 2 2 2

kde diq1, dig2, dqig2 st dfiky stran trojuholnika T;, a u’;l, ulgz si hodnoty rieSenia v
bodoch ¢1, g2 trojuholnika T;, (Obrazok 4). Rovnicu (9) mozeme potom zapisat v
tvare

m(%)——Z/W s = 0. (13)



Kongtantny vektor Pj@,q mozeme vybrat pred integral a fav- Migds vyjadrit
2 iq

ako (m(el,)ii, + m(e2)i?), kde m(el,), m(eZ,) st dizky prislusnych hran. Potom
nasa numerickd aproximécia ma tvar

m(‘/l)i - Z nzq PTiq + m( ?q)ﬁ?q Pﬂq) =0. (14)
dq1q2 n
q2 q1 qlq2
q2 ql
d\qz

st Yhaix

Obrazok 4: Parametre kone¢ného objemu V;

Zostavenie a vyrieSenie linearneho systému rovnic v jednotlivych ¢asovych
krokoch

Upravou rovnice (14) dostaneme

Qi
Z L)y s P+ m(ed)i Pl ) =uf (15)

Vzhladom na tvar R’Z, v rovnici pre uzlovy bod X; vystupuji nezndme hod-
k

noty uf a Ugy u’;2, qg = 1,...,0Q; pre vSetkych susedov uzlového bodu X;. Cleny
uk, u’qﬂ a u’;2 reprezentuji lokalne oznacenie nezndmych na trojuholnikoch Tj,. Z
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geometrie V; vyplyva, ze napriklad pre Q); = 6

E _ .k _ k
Upp = Ugy = Uy
E ok K
Ugp = Upp = Uyjp
E _ ok _ k
Uz = Ugg = U3
E _ .k _ k
Uyp = Ugp = Uy
E ok K
Uy = Ugp = Uy
k k k

Ugy = Usy = Usg

kde ufq je oznacenie pre nezndme hodnoty rieSenia pri lokdlnom ¢islovani susedov
vzhladom na uzol X; (Obrazok 5).

k k k
Uz1=uUi2=U2

k k k
U11=Ug 2=Ui1

Obrazok 5: Nezname hodnoty rieSenia pri lokidlnom ¢islovani susedov

V rovnici pre kazdy uzlovy bod X;, i« = 1,..., N, budeme mat teda @Q; +

1 neznamych uf, ufy, ... ul, . 7Z rovnice (15) si vyjmeme ¢leny, ktoré stoja pri
uf,up, ..., ul, a nazveme ich aj,a,. .., aiq,. Tieto ¢isla buda tvorit nenulové
prvky i-teho riadku matice A rozmeru N x N. Cleny ajo, @1, - . ., aig, budeme uk-

ladat do stlpcov podla globalneho &islovania neznamej, ktorej prislichajiu. Vektor
pravej strany b bude dany vektorom riesenia uf‘l z predchédzajiceho c¢asového
kroku k£ — 1.

Napriklad pre M = 2 bude mat matica A rozmer 26 x 26 a pre bod X3, ktory
mé susedov X7, Xy, X11, X0, Xo, Xo (Obrazok 6) bude mat treti riadok matice A
tvar:

_(ak gk gk ok ko ok ok
A3—(CL31 Asy Gsy asg 0 0 0 0 asy asy, as; 0 ... O).



Obréazok 6: Susedné uzlové body bodu X3

Vo vSeobecnosti diagonéalny ¢len bude mat tvar

Q;
1
k — — —
;0 = 1 — E m(qu) (m(e}q)nilq . (diqlni(ﬂ + diqgniqg) +

2
q=1
i (dignTig1 + dig2Mig2))

a napriklad jeden nediagonalny ¢len

k T 1 131 - -
k= — — (m(e)FL - (diggay + d
Ay m(V,) 2m(Tir) (meq)n - (dinTian + diniafiine) +
+ m(e%)% - (dis2Tie2 + de162T6162) )-

Moézeme si v§imnut, ze pre linearnu rovnicu vedenia tepla na ploche w koefi-
cienty matice A nezavisia od casu. Vplyv mé len diskretizacia geometrie povrchu w
a velkost ¢asového kroku 7, ktory je v nasom pripade konStantny. Pretoze chceme
linearny systém Aw = b riesit SOR, algoritmom matica musi byt diagonalne dom-
inantna. Cize absolitna hodnota diagonalneho ¢lena musi byt vicsia alebo rovné
sume absolatnych hodnét nediagonalnych ¢lenov v danom riadku,

Aul > |A;l i=1,...,N. (16)
j#i

Experimentalna skusenost ukazuje, Ze pri volbe

= S mn) (17

je tato podmienka splnend a SOR metdda konverguje, preto ju pouzivame v prak-
tickych ulohéach filtracie v kapitole 4. Pre takuto volbu 7 najskor otestujeme pod-
mienku (16) a pri jej splneni rieSime linearny systém SOR algoritmom. Pokial by
(16) nebola splnend zmensili by sme 7 na polovicu a vykonali test znova.

Pre kazdy ¢as k, k = 1,..., K rieSime systém Au* = v, pricom u° pred-
stavuje pociato¢ni podmienku. Pre dostatocne velké K dospejeme k rovnovaznemu
stavu, ked kazdy bod X; ma rovnaku teplotu u.
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Tento fenomén si nazorne ukazeme na modelovom priklade. Poc¢iato¢nu pod-
mienku u? v jednotlivych uzlovych bodoch X; si uréime nasledovne:

u(.):{ 1 |8] > 30°

T 0 |8 <300

Ulohu budeme riegit pre M = 200, ¢ize 250002 uzlovych bodov. éasovy krok 7
zvolime pre tento priklad 0.001, t.j eSte vacsi ako je v podmienke (17), pretoze
priemer ploch trojuholnikov je rovny 0.000157. Pre vicsie 7 by uz algoritmus SOR
nekonvergoval a matica by uz nebola diagonalne dominantna. Na obrazku 7 vidime
postupne vysledky pre k=0, 5, 125, 250, 500, vykreslené vizualiza¢nym softvérom
GMT.

> Unit : - D Unit

k=250
D Unit
06 08 1.0 12

Obréazok 7: Diftazia v jednotlivych ¢asovych krokoch.
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Obrazok 8: Rezy v jednotlivych ¢asovych krokoch. Z obrazkov je zrejmé, 7Ze teplo sa
zacne §irit z polov smerom k rovniku az sa teplota ustali. Rovnovazny stav nastane
priblizne po 500 casovych krokoch.

Kedze nemame ziadne vnitorné zdroje a ani ziadne teplo neunika z povrchu,
celkova energia na povrchu by mala byt konStantnd. V kazdom ¢asovom kroku
budeme pocitat veli¢inu Zf\il ufm(V;), ktora pre konstantné merné teplo c a hus-
totu p rovné 1, vyjadruje prave celkové mnozstvo tepla. Vzhladom na analdgiu s
difaziou, kedy rieSenie u vyjadruje koncentraciu latky, budeme tito veli¢inu volat
masa. Téato hodnota by mala byt v kazdom ¢ase rovnaké, menit sa bude len vplyvom
aproximac¢nych chyb a diskretizacie.

k  masa, M =200 masa, M = 400
0  6.297340 6.275565
5  6.297325 6.275556
75 6.297070 6.275422
125 6.296893 6.275331
250 6.296439 6.275096
500 6.295518 6.274616

Pre M = 200 sa masa z pociatocného stavu zmenila o 0.001822. Pre jem-
nejsiu siet budeme riesit linedrnu difaziu na 960002 bodoch (M = 400) s rovnakou
pociato¢nou podmienkou a ¢asovym krokom. V tomto pripade sa masa zmenila o
0.000949, a teda pre jemnejSiu siet dostavame presnejsie vysledky.

Rozsirenie pre Perona-Malikovu rovnicu

V tejto kapitole rozsirime metoédu koneénych objemov na rieSenie tiloh ne-
linearnej difaizie na plochach. Ako priklad uvazujeme regularizovany Perona-Malikov
model [7, 1, 6], ktory sa vyuziva pri spracovani obrazu. Je to technika zamerané
na potlacenie Sumu zo vstupnych dat, pricom sa snazi v ¢o najvacsej moznej miere
zachovat hrany obrazu. Budeme riesit nelinearnu diftznu rovnicu

- (g0 T) =0, (19

kde funkcia g(v) reprezentuje difazny koeficient, ktory kontroluje mieru difazie. V
Perona-Malikovom modeli je zavisla od absolitnej hodnoty gradientu funkcie u a



reprezentuje takzvany hranovy indikator. Funkcia g(v) ma tvar,

1
= H>0

v = \Vsu”\Q, (19)

a(v) .

0.5

Obrazok 9: Priebeh funkcie g(v)

pri¢om u? reprezentuje rieSenie linearnej difiznej rovnice (1) za kratky ¢asovy okamih
7 = 0. Konstanta H kontroluje ako bude metdda citlivA na hrany. Pre vicsie H
je metoda citlivejSia a hrany buda zachované vo vicsej miere. Zvycajne sa H voli
experimentélne.

Podobnymi tvahami ako pri linedrnej diftiiznej rovnici ziskame slabt formulaciu
rovnice (18), ktora budeme riesit metodou koneénych objemov. V pripade Perona-
Malikovho modelu postupne dostaneme

0
/ de — [ v, - (gVsu)dz =0, (20)
v, Ot v;
ko _ k=1
/ e A —/ (" 'V uM)iids = 0, (21)
Vi T Vi
uf —ubl & k—1g k=
m(V;) ———— — Z g Vu"ni,ds = 0, (22)
T q=1 aviq

uf — o = ok - o
m(%)f - Z(m(eiq)n; ' Pfllfiqg(‘PT;f 1|) + m(e%q)ng ’ leiqg< PTZ": 1’)) =0.
q=1
(23)

Clen Pﬂ’f_l predstavuje gradient rieSenia z predchadzajiceho casového kroku zh-
ladeného linedrnou diftiziou s malym casovym krokom o na jednotlivych trojuhol-
nikoch. KedZe tento nelinearny ¢len berieme z predchadzajiceho kroku je naSa
numericka schéma kone¢nych objemov semi-implicitna [6]. Rovnice (23) zostrojené
pre vSetky kone¢né objemy V; opét reprezentuju linedrny systém rovnic s rovnakou
struktarou ako (15) a takisto ho mozeme riesit SOR itera¢nou metodou.
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Filtracia geodetickych dat na povrchu Zeme

V zaverec¢nej casti si ukdzeme praktické uplatnenie linearnej a nelinearnej
diftizie. Nasim ciefom bude odfiltrovat systematicky sum z geodetickych dat. Pouzi-
jeme volne dostupny model poruchového potencialu zo satelitného geopotencional-
neho modelu ITG-Grace03 [5] (Obrazok 10), ktory je modelovany pomocou plosnych
sférickych harmonickych funkcii do rddu a stupna 180. Zanedbanim koeficientov
vyssich radov dochadza k tzv. stripingu, ktory sa poktsime pomocou naSich fil-
tra¢nych metod odfiltrovat. Data mame dané pre 1215002 bodov na rota¢nom elip-
soide s hlavnou poloosou a = 6378137 m a prvou linedrnou excentricitou e?
6.67437999014 - 1073,

Zameriame sa na jednu podoblast, na ktorej budeme testovat oba modely
a poktsime sa najst optimélny ¢asovy interval, po ktorom bude Sum potlaceny v
¢o najvacej miere pricom data budu skreslené minimélne. Pri Perona-Malikovom
modeli budeme takisto hladat optimalnu hodnotu parametra H. Vybrali sme oblast
Juznej Ameriky, ktort sme zvolili kvoli jej ¢lenitosti.

Obrazok 10: Poruchovy potencial na povrchu zeme

Filtracia pomocou linearnej difiizie

Ako prvé sa pokisime Sum odfiltrovat pomocou linearnej difizie. Na obrazku
11 vidime detail originadlnych déat a ich zhladenia po 40 a 60 c¢asovych krokoch.
Vidime, 7ze striping je odstraneny, pricom hrany tiez nie st prilis zhladené. Obrazok
12 ukazuje originalne a zhladené data na jednej vybranej rovnobezke.

11



Obréazok 11: Poruchovy potencial zhladeny linedrnou difaziou.

300 —

200 —

100 —

-100 —

260 280 300 320

Obrazok 12: Rez rovnobezkou o = —38°
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Filtracia pomocou Perona-Malikovho modelu

Néasledne budeme filtrovat Sum pomocou Perona-Malikovho modelu. Exper-
imentalne sme nasli vhodné parametre H = 10000, £ = 15, pri ktorych sa nam
podarilo eSte vylep§it vysledok linedrnej diftizie. Ich porovnanie na rovnobezkach
a = —38° a a = —20° prezentujeme na obrazku 13. Na obrazku 14 ukazujeme
globélne originalne a zhladené data z iného pohladu, z ktorého je vidno odstranenie
sumu a zachovanie detailov podstatnych pre spravnu interpreticiu geodetickych dat.

] k=0
PM h=10000 k=15

200 — LD k=40 \
A,
100 —| rg/ \"\

Q .l
o
-100 —
| | | |
260 280 300 320
400 —
ot k=0
LD k=40
P H=10000 k=15
200 —
U —
- | | |
260 280 200 320

Obrazok 13: Rezy rovnobezkami o = —38° a a = —20°
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Obrazok 14: Poruchovy potencial - origindlne data (hore), zhladené nelinedrnou
difaziou (dole).

Zaver

Clanok sa zaobera metédou kone¢nych objemov na rieSenie linedrnej a ne-
linearnej Perona-Malikovej diftiznej rovnice na uzavretej ploche w. Aproximéaciou
slabej formulacie diftiiznej rovnice na kone¢nom objeme sme ziskali v kazdom ¢asovom
kroku sustavu linearnych rovnic. Numerické modely lineadrnej a nelineirnej difizie
boli aplikované na geodetické data predstavujice poruchovy potencidl ziskany zo
satelitného modelu I'TG-Grace03, ktoré obsahuju Strukturdlny Sum typu striping.
Pre tento typ zasumenych dat sa ako vhodny filter ukazala uz linearna (Gaussovska)
filtracia realizovana na ploche reprezentujtcej elipsoidickd aproximéciu zemského
povrchu. Vysledky linearnej diftizie boli este vylepsené aplikiciou regularizovaného
Perona-Malikovho modelu.

Na zéklade vysledkov mozeme povedat, ze filtracia geodetickych dat, ktora
uvazuje rieSenie difiznych rovnic na ploche, na ktorej su tieto data dané, je velmi
prirodzenym pristupom, ktory méa velka perspektivu.
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