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1. Uvod

Modelovanie tiazového pola Zeme je jednou z hlavnych tloh geodézie
v suCasnosti. Vd’aka presnému ur¢ovaniu polohy pozemnych gravimetrickych merani
pomocou satelitnych technoldégii mézeme priamo urit’ tzv. tiazové poruchy, ktoré
predstavuju Sikmé derivacie neznameho poruchového potencialu. Z tohto dovodu sa
Vv geodézii Coraz viac pozornosti venuje prave geodetickej okrajovej ilohe so Sikmou
derivaciou, ozna¢ovanej aj pojmom gravimetricka okrajova uloha s pevnou hranicou.

V tejto praci sa budeme zaoberat' rieSenim takejto vonkajsSej okrajovej ulohy
pomocou metddy okrajovych prvkov (MOP). Ked’Ze okrajova integrdlna rovnica, ktord
reprezentyje priamu formulaciu MOP, obsahuje Neumannove okrajové podmienky,
vyjadrime si Sikmu derivaciu rozkladom do normalovych a tangencidlnych zloZiek.
Vysledné rieSenie budeme hl'adat’ priamo na komplikovanom zemskom povrchu, resp.
jeho diskretizovanom tvare. Takyto pristup uvazuje aj vplyv tangencialnych zloziek,
ktoré boli vpredchadzajucich pristupoch zanedbavané [6]. Numerické experimenty
budu vykonané na realnych vstupnych geodetickych datach a porovnané s doterajSimi
rieSeniami pomocou MOP ako aj s globalnym geopotencidlnym modelom EGM-2008

Bl

2. Geodeticka okrajova tloha so Sikmou derivaciou pre poruchovy potencial

Geodetickt okrajova ulohu so Sikmou deriviciou mozeme definovat ako
rieSenie geodetickej okrajovej ulohy, ktora je formulovana v tvare Laplaceovej
diferencialnej rovnice pre poruchovy potencidl vo vonkajSej oblasti. Stcasné koncepcie
rieSenia pouzivaji okrajovi podmienku Newtonovho typu. Pomocou gravimetrickych
a druzicovych merani vbodoch na zemskom povrchu mézeme priamo uréit’ hodnoty
Neumannovej okrajovej podmienky v tvare povrchovych tiazovych poruch, ktoré
predstavuju derivaciu neznameho poruchového potencialu.

Z definicie poruchového potencidlu

T(x) =W(x)—U(x), x€R3 (2.1)
kde W je tiazovy potencial a U je normalny tiazovy potencial v 'ubovolnom

bode x aza predpokladu, z T je VnekoneCne regularnou funkciou, moézeme
formulovat’ Neumannovu geodeticku vonkaj$iu okrajovu tlohu so Sikmou derivaciou

AT(x)=0, x€R3-Q, (2.2)
(VT (x),n,(x)) = —6g(x), x€0Q, (2.3)
T =0(|x|™!) prex > o, (2.4)

kde 7, je vektor vonkajSej normaly k ekvipotencidlnemu elipsoidu, (, ) je
skalarny sucin, () predstavuje teleso Zeme a 9Q je fyzicky povrch Zeme ako hranica
oblasti. Polohovy vektor x oznacuje polohu v pravouhlych kartezidnskych stiradniciach,



gize trojicu (x;,%,,x3). Clen 8g predstavuje hodnoty povrchovych tiaZovych portch
ziskané zo vztahu
5g(x) = glx) —y(x), x€RS3, (2.5)

kde g = |VW/| je velkost gravitatného zrychlenia ay = |VU| je velkost
normdlového gravitacného zrychlenia. Rovnica (2.3) predstavuje Neumannovu
geodeticktl okrajovii podmienku so Sikkmou derivaciou, priCom VT je projektovany do
smeru normaly k elipsoidu 71, , ¢im sa zanedbavaju povrchové zvislicové odchylky.

Problém S$ikmej derivacie spociva v skutoCnosti, ze normala k zemskému
povrchu 72, nie je totozna s normalou k ekvipotencidlnemu elipsoidu 72, (Obr. 2.1).
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Obr. 2.1: Normala k zemskému povrchu a ekvipotencialnemu elipsoidu

Doteraz sa na rieSenie problému Sikmej derivacie pouzivala projekcia tiazovych
porich do smeru normaly k zemskému povrchu 7, [6], tj. ako vstupné hodnoty
vystupovali §g(x) cosa(x), kde a(x) predstavuje uhol £(#,,7,) vbode x (Obr. 2.1).
V takomto rieSeni sa zanedbavali tangencidlne zlozky Sikmej derivacie. V tejto praci
zohl'adnime aj prispevok tangencidlnych zloziek Sikmej derivacie. Takto definovani
vonkaj$iu okrajovi ulohu budeme riesit’ numericky metédou okrajovych prvkov.

3. RieSenie Neumannovej okrajovej ilohy metoédou okrajovych prvkov
3.1 Metoda okrajovych prvkov

S rozvojom pocitatovej techniky nastal aj rozvoj numerickych metdd na rieSenie
diferencidlnych rovnic. V sucasnosti sa va¢Sina inZinierskych problémov, ktoré predtym
neboli riesitel'né, ¢i uz pre to, Ze neexistovalo analytické rieSenie, alebo kvoli zlozitej
geometrii dajl rieSitt numerickymi metédami. Pri rieSeni parcidlnych diferencidlnych
rovnic je najrozSirenejSia metdda konecnych prvkov, dalsie zndime metddy st metoda
kone¢nych objemov a metdda okrajovych prvkov.

Vzhladom na charakter geodetickej okrajovej tlohy a neohrani¢enu oblast’, na
ktorej hl'adame rieSenie, nie je metdda koneCnych prvkov optimalna. VhodnejSie je
pouzit’ prave metdédu okrajovych prvkov. Medzi jej najviacSie vyhody patri redukcia
dimenzie Glohy, ¢im sa zniZi pocet rovnic potrebnych na vypocet neznamych a tloha sa
rieSi iba na hranici oblasti Nevyhoda metédy okrajovych prvkov je, ze pri rieSeni
vznikne plna nesymetricka matica na rozdiel od pasovej, ktora je pri metéde kone¢nych
prvkov [10].

Cely proces metody okrajovych prvkov sa da rozdelit’ na nasledovné kroky [7].

1) Diskretizacia hranic sktimanej oblasti na siet’ okrajovych prvkov. Pri 2D
probléme sa pouzivaju 1D prvky (¢iarové prvky) (Obr. 3.1), pri 3D probléme sa
pouziju 2D prvky (plo$né prvky).



2) Fundamentalne rieSenie danej parcialnej diferencialnej rovnice bez uvazovania
okrajovych podmienok skuto¢ného problému musi byt zname. Toto
fundamentadlne rieSenie sa pouzije ako vahova funkcia pri formulacii metody
okrajovych prvkov pre dant tlohu.

3) Zostavenie zakladnych rovnic metddy okrajovych prvkov pre uzly na hranici 9
pre oblast’ Q.

4) Vypocet neznamych hodnot na hranici, neznama hodnota vo vnutri oblasti () sa
vyjadruje pomocou znamych hodnét na hranici Q.

uzol okrajového prvku

hranica
typicky okrajovy prvok

Obr. 3.1: Typicky okrajovy prvok a uzol okrajového prvku

3.2 Priama formulicia metédy okrajovych prvkov pre Neumannovu vonkajSiu
okrajovu ulohu so Sikmou derivaciou

Uloha pri formulovani rieSenia metédou okrajovych prvkov je mnahradit
parcialnu diferencialnu rovnicu definovanu na oblasti za rovnicu, ktora je rieSenim iba
na hranici oblasti [5].

Priama formulacia metody okrajovych prvkov pre Laplaceovu rovnicu je [5]

oT
cCOT@+ [ TOQENdY = [ 52— 06 »dy, xye o,
Naq
20 20 (3.1)
kde
G(x,y) = ! R3
x;y - H! x;y € (3.2)
je fundamentalne rieSenie Laplaceovej rovnice a
0G(x,y) (r,1,)
] = — = ] ] ER3
OV =57 ) T s Y (3.3)

je jeho derivacia, kde r je vzdialenost’ bodov x ay.

Problém spociva v skuto¢nosti, ze v okrajovej integralnej rovnici (boundary
integral equation, BIE) (3.1) vystupuje normalova derivacia 9T /07, . Kedze nasa
okrajovad podmienka (2.3) predstavuje Sikmi derivaciu, potrebyjeme si vyjadrit BIE
suvazenim tejto Sikmej derivacie pomocou normalovej zlozky 7 atangencialnych
zloziek 7 a p (Obr. 3.2)

Vyjadrime si vektor gradientu rieSenia

VT.1n
VT = [vr. 5] = (VT.®)7A + (VT.3)3 + (VT. D7 .

VT.7 (3.4)



Uvazenim vzt'ahu

o _ 3 vT
A (3.5)
kde ¥ predstavuje smer Sikmej derivacie dostaneme
v.VT = (VT.n)v.n+ (VT.p)v.p + (VT.D)V.T. (3.6)
Z rovnice (3.6) dostaneme
L = (UT7) = —=[3.YT — (WT.9)3.5 = (WT.D)3. 7]
PF .n—ﬁﬁ,v pPV.p — T)V.T (37)

Dosadenim (3.7) do (3.1) dostaneme priamu formulaciu metédy okrajovych
prvkov s uvazenim tangencialnych zloziek Sikmej derivacie

v(y)-p(¥)

cCOT(x) + f T(Q(xy)dy + f (VT.5 (”)*() e

a0

G(x,y)dy

(y) (y) 6(x,y)dy

+ | orio 055509

a0

= fﬂG(x,y)dy, x,y €0Q.
| v(y).n(y) (3.8)
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Obr. 3.2: Jednotlivé zlozky §ikmej derivacie

3.3 Odvodenie systému algebraickych rovnic

Na odvodenie systému algebraickych rovnic pouzijeme metédu kolokacie
S linearnymi bazovymi funkciami. Metdda kolokacie vyzaduje aproximaciu hranice
oblasti Q) na mnoZinu trojuholnikovych elementov AL, pri€om pri pouziti linedrnych
bazovych funkcii st koloka¢né body zhodné s vrcholmi trOJuholmkovych elementov.

Aproximujme okrajové funkcie T a §g po ciastkach linedrnymi funkciami na
prislusnom elemente AL, t].

3
T(x) = Ty, (x), x€ATL,
kz . | (3.9)



3
s5g(x) = ) 8g, ¥, (x), x€AIL,
,Z; e ! (3.10)

kde T, a &g, predstavuju hodnoty okrajovych funkcii v koloka¢nych bodoch
prislu§ného elementu a funkcie {i;,v,, ..., Py } predstavuji linedrne bazové funkcie na

elemente definované ako
1, ak x; =x;

i (%) = {O, ak x; #x;’

pricom i,j=1,..,N kde N je celkovy pocet kolokacnych bodov. Vo vsetkych
ostatnych bodoch prislusného elementu nadobudajt bazové funkcie hodnoty z intervalu
(0,1). Jedna bazova funkcia bude tvorena vSetkymi trojuholnikovymi elementmi, ktoré
sa spajaju v prisluSnom koloka¢nombode a vytvaraji nosi¢ bazovej funkcie.

Na zaklade takejto diskretizacie méZeme prepisat’ rovnicu (3.8) do diskrétneho
tvaru pre dany koloka¢ny bod i

- -

N
V. p;
= J'
oty [ euwan+ [ (vw5)LE G, arn
j=1

supp ¥ supp Y s
V.T;
>\
+ f (V- 5;) 3 =Gy dT;
Jr
supp P
N ¥
— i :
= 5 L Gydh, i=1,..,N,
: |
j=1 supp Y;

(3.11)

kde supp ¥, je nosi€ j-tej bazovej funkcie. Funkcia ¢; predstavuje priestorovy segment

vymedzeny trojuholnikovymi elementmi, ktoré sa spédjaju v prisluSnom koloka¢nom
bode [5]. Systém rovnic (3.11) méZeme prepisat’ do maticového tvaru

—

Mt = L3g (3.12)

kde £ = (T, T,,...,Ty)T je vektor neznamych hladaného poruchového potencidlu a

Tg = (691,695, ...,6gy)" st hodnoty povrchovych tiazovych porach ziskané
druzicovymi a gravimetrickymi meraniami. Koeficienty matic M aL su jednotlivé
integraly zrovnic (3.11), ktoré vy¢islime aproximaciou pomocou Gaussovych kvadratir
definovanych na trojuholniku v tvare

1< =1
M; = Ez <A/sk052r_Tl/’fkku

s=1 k=1 ts B
ll’is'ﬁjs lels Js 1 .
Js \ cos @; cos . W) LET
(p]s (P] k=1 ik s (313)
s K
i = - — Vi Wik |, VF],
AT L\ Cos @y LTy (3.14)



kde 4; je plocha s-t¢ho trojuholnika bazovej funkcie j-teho nosica, k; je kolma
vzdialenost’ od i-teho kolokatneho bodu po rovinu s-t¢ho trojuholnika, ry —je

vzdialenost’ i-teho koloka¢ného bodu od k-teho bodu Gaussovej kvadratiry s-tého
trojuholnika, 1 ~je hodnota linearnej bazovej funkcie pre k-ty bod Gaussovej

kvadratary s-t¢ho trojuholnika a w, je prislusnd vaha k-teho bodu Gaussovej
kvadrattry. Hodnotu  cos; predstavuje  priemet  jednotkovej normaly

ekvipotencidlneho elipsoidu do smeru normaly s-t€¢ho trojuholnika,

cosQ; =77, (3.15)

S

Vi je gradient bazovej funkcie s-t¢ho trojuholnika (Obr. 33) a ﬁojs je vektor
reprezentujuci tangencidlnu zlozku Sikmej derivacie S-t¢ho trojuholnika. S je pocet
trojuholnikov j-teho nosica a K je pocet bodov Gaussovej kvadratury.

Obr. 3.3: Gradient bazovej funkcie

KedZe wuvazyjeme linedrne bazové funkcie, bude Vv,l}js na celom trojuholniku
konStantny. Preto plati

1
Vl/)js = A_ f Vl/)dA .
Js 4

(3.16)
Aplikujme Greenovu vetu na rovnicu (3.16)
! jV dA = ! j vdo A
a_ ) Vvab =g | wvaos,
S 4y 94, (3.17)

kde A je hranica trojuholnika a v je normala trojuholnika. Jednotlivé zloZky gradientu
pre s-ty trojuholnik potom vypocitame

_ i [sz () ‘;1/)1'5 (m) L ﬁjm Y, (m) ;‘ Y; (k) L7

Js
Y0 +9,.0)
* 2 by Vig | (3.18)




kde ; (x) s hodnoty bazovej funkcie v prislusnych bodoch. S uvazenim priebehu
linedrnych bazovych funkcif na 4; dostaneme

AN (3.19)

kde indexy j, k, m predstavuju vrcholy trojuholnika, v, a V), su normaly strin
trojuholnika, I, a l,; sudizky stran trojuholnika (Obr. 4.5).

Pre diagonalne prvky v pripade matice L plati [6]

S
_ 1N Ay 8B+ a)/2]
L“"an TN R (3.20)

s=1

Na zaklade skutoCnosti, ze konStantny potencidl aplikovany na uzavreti oblast
neprodukuje Ziadny tok, sa sucet vSetkych prvkov v matici M, t.j. matici bez uvazenia
tangencialnych zloziek Sikmej derivacie rovna 1 [5]. Teda diagonalny prvok v pripade
matice M sa da vyjadrit’ tymto vztahom

N

N K
1 1
My =1 _Z EZAjskisz 3 Vi Wi
s=1 k=1t

i#] s
j=1

S
IO A, B+ ay)/2]
_ s .
* n; T ! tg(Bs/2) (3.21)

Takymto spésobom dostaneme ststavu rovnic (3.12). Po dosadeni okrajovej podmienky

Tg a vynasobeni maticou L dostaneme na pravej strane rovnice (3.12) znamy vektor,
a matica M na Tavej strane predstavuje maticu tuhosti. Matica M je plna, nesymetricka
matica.

4. Numericky experiment

Pre numericky experiment bol vytvoreny program vjazyku C, ktory bol
aplikovany na zemsky povrch diskretizovany modifikovanou hierarchickou
triangulaciou postupnym delenim 12-stena az po pozadovanu presnost’ 0.2° [6]. Tymto
vzniklo 1215002 kolokaénych bodov. Pre zniZzenie pamét'ovych narokov programu bola
pouzita metdoda eliminacie vzdialenych zon [6], kde sa koeficienty matice pre body vo
vzdialenosti vacSej ako 912 km od prave pocitaného bodu prendsobili hodnotou
poruchového potencialu zo satelitného geopotencialneho modelu ITG-GRACEQ3S [8]
a presli do pravej strany rovnice (3.12). Tym vznikla redSia matica tuhosti na rozdiel od
plnej matice M vo vztahu (3.12). Ako vstupné hodnoty boli vygenerované horizontalne
suradnice koloka¢nych bodov, vyska zemského povrchu Vv tychto bodoch z digitdlneho
modelu terénu SRTM30 PLUS V5.0 [4], hodnoty tiazovych poruch z modelu DNSCO08
[1] a hodnoty poruchového potencialu zo satelitného geopotencidlneho modelu ITG-
GRACEO03S. Vypocitané¢ hodnoty boli nasledne porovnané s rieSenim bez uvazovania
tangencialnych zloziek Sikmej derivacie ako ajs modelom EGM2008, ktory vydala
National Geospatial-Intelligence Agency v USA [9].



Vypocty boli realizované na paralelnom pocitati na katedre matematiky
Slovenskej Technickej Univerzity v Bratislave. Paralelizacia programu bola spravena
pomocou rozhrania Message Passing Interface (MPI) [2]. Vypocty boli vykonané na
vypoctovom klasteriso 16 procesormi a 128GB distribuovanej operacnej paméte.

Vypodet napliania matic ststavy trval 5 hodin a 43 minGt a rieSenie sustavy
pouzitim nestacionarnej itera¢nej metddy stabilizovanych bikonjugovanych gradientov
BI-CGSTAB [3] trvalo 158 sekund pri 12 iteraénych krokoch pre toleranciu
1.1071 m?,s72. Celkovy vypodet trval 5 hodin a 46 minut.

Pre vystupy grafického porovnania vysledkov bol zvoleny softvér GMT [12].
Najprv sme zobrazili globdlny priebeh rieSenia s prispevkom $ikmej derivacie, t.].
poruchovy potencial T(BEM OBLIQUE) (Obr. 4.1), potom sme toto rieSenie porovnali
s modelom T(EGM2008) (Obr. 4.2) a nakoniec sme toto rieSenie porovnali s rieSenim,
v ktorom sa §ikma derivacia zanedbala T(BEM) (Obr. 4.3). V tabulkach 4.1, 4.2 a 4.3
st uvedené Statistick € charakteristiky rozdielov medzi tymito modelmi.

T(BEM OBLIQUE)
Obr. 4.1: Globalny priebeh riegenia (1 GPU = 10m?.572)
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Obr. 4.2: Porovnanie rieSenia so Sikmou derivaciou s modelom EGM2008
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Obr. 4.3: Prispevok tangencialnych zloziek $ikmej derivacie

Tab.4.1: Statistika porovnania modelov T(BEM) a T(EGM2008)

[GPU] (1 GPU = 10m?2.572) Spolu Oceany Kontinenty
Pocet uzlov 1215002 870264 344738
Priemerny rozdiel -0,077 -0,069 -0,098
Maximalny rozdiel 4,008 0,697 4,008
Minimalny rozdiel -3,496 -1,018 -3,496
Smerodajna odchylka 0,142 0,107 0,203
Tab.4.2: Statistika porovnania modelov T(BEM OBLIQUE) a T(EGM2008)
[GPU] Spolu Oceany Kontinenty
Pocet uzlov 1215002 870264 344738
Priemerny rozdiel -0,023 -0,019 -0,034
Maximalny rozdiel 4,163 0,747 4,163
Minimalny rozdiel -3,364 -0,960 -3,364
Smerodajna odchylka 0,140 0,106 0,201
Tab.4.3: Statistika porovnania modelov T(BEM OBLIQUE) a T(BEM
[GPU] Spolu Oceany Kontinenty
Pocet uzlov 1215002 870264 344738
Priemerny rozdiel 0,054 0,050 0,064
Maximélny rozdiel 0,380 0,162 0,380
Minimalny rozdiel 0,028 0,028 0,028
Smerodajna odchylka 0,017 0,011 0,022

Na zobrazenie prispevku Sikmej derivacie v oblastiach, kde je tento prispevok
najvacsi, teda Andy a Himalaje (Obr. 4.3), sme pouzili program Surfer [11] (Obr. 4.4
a Obr. 4.5). Priebeh hodnot potencialov jednotlivych modelov zobrazené v rezoch st na
Obr. 4.6 a 4.7. Samotné rezy st zobrazené na Obr. 4.4 a 4.5. Na Obr. 4.8 je znazorneny

merididnovy rez cez 86.925° vychodnej dizky, cez vrchol Mount Everest.
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Obr. 4.5: Priebeh potencialu a prispevok sikmej derivacie v Andach
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Obr. 4.6: Priebeh hodnét potencialov jednotlivych modelov v Himalajach v reze
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Obr. 4.8: Priebeh hodnét potencialov cez meridianovy rez cez Mount Everest

Z vysledkov zistenych numerickym experimentom sme dospeli k nasledujicim
zaverom. Prispevok Sikmej derivacie je najvacsi v oblastiach najvysSich pohori, teda v
Himalajach, Andéach, Havajskych ostrovoch a v oblasti Indonézie (Obr. 4.3). V tychto
oblastiach st dosahované maximalne prispevky viac ako 0,3 GPU o pri urCovani
priebehu geoidu s centimetrovou presnostou predstavuje narast o priblizne 30
centimetrov. ZObr. 4.4 a4.5, ako aj z grafov (Obr. 4.6 a 4.7) dalej vyplyva, ze
prispevky dosahuju najvysSie hodnoty prave vo vrcholoch tychto pohori a v udoliach,
zatial’ ¢o na svahoch s zmeny minimélne.

Navyse vplyv tangencialnych zloziek Sikmej derivacie, ktory je maximalny vo
vyss$ie uvedenych pohoriach, ma pomerne vyrazny vplyv na geoid az do vzdialenosti
priblizne 1000 km (Obr. 4.3). Nésledkom tohto vplyvu sa zlepSili stredné hodnoty
rezidui vporovnani s modelom EGM2008 na ocednoch zo 7 ¢cm na 2 cm ana
kontinentoch z10 cm na 3 cm (Tabulky 4.1 a4.2). Dalsie zaujimavé zistenie je, Ze
prispevok Sikmej derivacie je na celom povrchu Zeme kladny.

5. Zaver

RieSenie geodetickej okrajovej ulohy so Skkmou derivaciou metédou okrajovych
prvkov viedlo k numerickému rieSeniu priamo na komplikovanom zemskom povrchu.
Rozklad Sikmej deriviacie do normalovych a tangencidlnych zloZziek sa ukdzalo ako
vhodny spdsob. Vplyv normalovych =zloziek je prirodzene vyraznej$i, no ani
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tangencidlne zlozZky nemo6zu byt zanedbatelné pri velmi presnom urcovani
poruchového potencialu. RieSenie sme zrealizovali vytvorenim programu v jazyku C,
pomocou ktorého sme vykonali vypocty so vstupnymi geodetickymi veli¢inami
vV numerickom experimente. Vypocitané vysledky sme nakoniec porovnali s vysledkami
vypoéitanymi bez uvazenia vplyvu tangencidlnych zloziek ako aj s geopotencialnym
modelom EGM2008.

Z vysledkov a ich porovnani sme zistili, Ze prispevky tangencidlnych zloziek
skmej derivacie s najvyraznej§ie vextrémne ¢&lenitych terénoch oblasti And
a Himalaji. Prispevky tangencidlnych zloziek Sikmej derivacie v tychto oblastiach
vyraznejSie ovplyviiuji globdlny priebeh hodndt potencidlu az do vzdialenosti 1000
kilometrov. Pre ur€ovanie priecbehu geoidu s centimetrovou presnostou tento prispevok
predstavuje hodnoty az 30 centimetrov €o je pomerne vyznamné. Z numerického
experimentu vyplyva, ze prispevok tangencialnych zloziek Sikmej derivacie by sa mal
uvazovat’ najmid pri presnom urcovani lokalneho priebehu geoidu v hornatych
oblastiach.

Pod’akovanie: Tento ¢lanok vznikol za podpory grantu VEGA 1/0269/09 a projektov
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